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Résumé
On développe différentes formules de nature algébrique et/ou arithmétique per-
mettant de calculer explicitement, tant sur un corps fini que sur un corps de ca-
ractéristique 0, la partie algébrique du groupe de Brauer non ramifié d’un espace
homogène G\G′ sous un groupe linéaire G′ semi-simple simplement connexe à sta-
bilisateur fini G. On donne aussi des exemples de calculs que l’on peut faire avec
ces formules.
Mots clés : groupe de Brauer, espaces homogènes, cohomologie galoisienne,
groupes finis.
Abstract
Unramified Brauer group of homogeneous spaces with finite stabi-
lizer. We develop different formulas of algebraic and/or arithmetic nature allow-
ing an explicit calculation, both over a finite field and over a field of characteristic
0, of the algebraic part of the unramified Brauer group of a homogeneous space
G\G′ under a semisimple simply connected linear group G′ with finite stabilizer
G. We also give examples of the calculations that can be done with these formulas.
Key words: Brauer group, homogeneous spaces, Galois cohomology, finite
groups.
1 Introduction
Le groupe de Brauer BrV d’une variété V sur un corps k est un invariant cohomologique
qui permet, via certains de ses sous-quotients, de répondre parfois par la négative à la
question de la rationalité de la variété V , ainsi que, dans le cas où k est un corps global,
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à des questions de nature arithmétique telles que le principe de Hasse et l’approximation
faible via l’obstruction de Brauer-Manin. Ces deux raisons suffisent en elles mêmes pour
justifier une étude approfondie de ce groupe et de ses sous-quotients, notamment de sa
partie non ramifiée BrnrV , de sa partie algébrique BralV , ou encore de la partie non
ramifiée algébrique Brnr,alV .
Dans le cadre des variétés V qui sont des espaces homogènes sous un groupe al-
gébrique linéaire connexe G′, les travaux les plus approfondis sont ceux présentés par
Borovoi, Demarche et Harari dans [BDH13]. Ils ont développé notamment, en suivant
une méthode présentée par Colliot-Thélène et Kunyavski˘ı dans [CTK98] pour les espaces
principaux homogènes, des formules de nature algébrique pour le groupe de Brauer non
ramifié algébrique Brnr,alV lorsque le stabilisateur de la variété est de type “ssumult”,
cas qui contient notamment les stabilisateurs connexes et les stabilisateurs de type mul-
tiplicatif. Or, malgré la vaste généralité de ces résultats, le cas des espaces homogènes à
stabilisateur fini semble échapper à leurs méthodes dès que le stabilisateur en question
est un groupe non abélien. Le but de cet article est donc de traiter ce cas particulier.
En nous inspirant de la même méthode de Colliot-Thélène et Kunyavski˘ı et en suivant
le même chemin que Borovoi, Demarche et Harari (qui consiste à traiter d’abord le cas
des corps finis pour ensuite traiter le cas d’un corps quelconque de caractéristique 0), on
obtient des formules explicites pour le groupe de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV
d’un espace homogène V = G\G′ sous un groupe G′ semi-simple et simplement connexe
à stabilisateur fini G.
Le chemin pour arriver à ces formules est relativement détourné. Il faut d’abord
traiter le cas des variétés sur un corps fini, ce qu’on fait dans la section 3. Le résultat
de cette section (théorème 3.1) caractérise les éléments non ramifiés de Br V , où V est
une variété lisse et géométriquement intègre sur un corps fini, via l’évaluation de ces élé-
ments sur les “points locaux” de V . L’outil principal de la preuve est un théorème récent
de Gabber qui précise le théorème de de Jong sur les altérations, cf. [ILO12, Exposé X,
Theorem 2.1]. Grâce à ce résultat, Borovoi, Demarche et Harari ont pu montrer que les
éléments de BrnrV vérifient le critère en question, tant sur un corps global de caractéris-
tique positive [BDH13, Proposition 4.2] que sur un corps fini [BDH13, Proposition 4.3].
La réciproque de ce résultat (à vrai dire, une version plus faible) n’a pourtant été donnée
que récemment pour les corps globaux, toujours en utilisant le résultat de Gabber, cf.
[LA13, Théorème 2.1]. Le théorème 3.1 ci-dessous donne alors cette réciproque dans le
cas d’un corps fini, donnant ainsi un critère pour l’appartenance au groupe de Brauer
non ramifié BrnrV aussi dans ce cas.
La section 4 contient les résultats principaux de ce texte. On se concentre sur les
espaces homogènes V sous un groupe G′ semi-simple simplement connexe à stabilisateur
fini sur différents corps de base k et on donne dans l’ordre :
§4.1 : une formule cohomologique pour Brnr,alV sur un corps fini ;
§4.2 : une formule algébrique pour Brnr,alV sur un corps fini ;
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§4.3 : une formule algébrique pour Brnr,alV sur un corps de caractéristique 0 ;
§4.4 : une formule cohomologique pour Brnr,alV sur un corps local, sous quelques hypo-
thèses supplémentaires.
Ici, et dans toute la suite du texte, on entend par formule cohomologique (resp. al-
gébrique) une formule dépendant des théorèmes de dualité en cohomologie galoisienne
pour des corps locaux (resp. une formule dépendant de la structure de groupe algébrique
du stabilisteur).
Enfin, la section 5 est consacrée aux applications des différents résultats. On donne
d’abord, via les formules algébriques, des résultats de trivialité du groupe Brnr,alV sur un
corps fini, puis sur un corps de caractéristique 0 (propositions 5.2, 5.4, 5.5, 5.9 et 5.10),
dont certains étaient déjà connus auparavant. On montre aussi avec un exemple que ces
formules se prêtent à des calculs totalement explicites et faisables à la main pour des
petits groupes (propositions 5.6 et 5.11). Ces calculs permettent de montrer notamment
que BrnrV est en général plus grand que les groupes de type “X1cyc”, lesquels suffissent
pour décrire le groupe de Brauer non ramifié dans le cas des stabilisateurs connexes ou
abéliens (cf. [BDH13]). Cette différence essentielle par rapport aux travaux de Colliot-
Thélène, Kunyavski˘ı, Borovoi, Demarche et Harari est due au fait que, sur un corps fini
et dans notre contexte des stabilisateurs finis, le groupe de Brauer non ramifié algébrique
Brnr,alV n’a aucune raison d’être trivial (par oppposition aux autres cas, cf. [BDH13,
Théorème 7.5] et [CTK98, Proposition 1] et comparer avec la proposition 5.6 ci-dessous).
En un deuxième temps, on donne une application arithmétique de ces formules, no-
tamment de leur relation avec l’obstruction de Brauer-Manin. Dans ce sens on a pu
montrer que cette obstruction “ne voit pas” les places réelles d’un corps de nombres
(proposition 5.12).
Ce texte contient enfin deux sections en appendice. La section A se concentre sur
les variétés V lisses et séparablement rationnellement connexes (donc en particulier
sur V séparablement unirationnelle, comme c’est le cas pour les espaces homogènes
étudiés dans ce texte). Pour ces variétés, on montre un résultat de “rigidité” du groupe
de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV . Ce résultat, qui suppose l’existence d’une
compactification lisse de V , était initialement prévu pour obtenir une formule comme
celle de la section 3 via changement de base à un corps global (corps pour lequel des telles
formules existent déjà, cf. [LA13, Théorèmes 2.1 et 3.1]), mais le théorème de Gabber
mentionné ci-dessus nous a permis de nous débarasser de cette hypothèse. On présente
néanmoins ce résultat dans l’espoir qu’il puisse être utile pour d’autres recherches, car
il ne semble pas sans intérêt.
La section B contient pour sa part quelques résultats sur des extensions inséparables
de corps et d’anneaux de valuation discrète. Ces résultats élémentaires, pour lesquels
on n’a pas pu trouver de bonne référence, sont utilisés notamment dans la preuve du
théorème 3.1.
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2 Notations et conventions
Dans tout ce texte, k,K, L représentent des corps de caractéristique p ≥ 0. Pour un
corps k, on note toujours k¯ une clôture séparable de k et Γk := Gal(k¯/k) le groupe de
Galois absolu. Dans le cas des corps finis, q représente toujours le cardinal du corps
et il s’agit donc d’une puissance de p. Dans le cas des corps globaux, i.e. des corps de
nombres et des corps de fonctions d’une courbe sur un corps fini, on note Ωk l’ensemble
des places de k, lesquelles sont notées v, w, et l’on note kv, kw, etc. les complétés de
ces corps par rapport à ces places. Par “corps local”, on entend précisément une telle
complétion dès qu’elle est non archimédienne, i.e. une extension finie du corps Qℓ dans
le cas de caractéristique 0 ou bien un corps de la forme k((t)) avec k un corps fini dans
le cas de caractéristique p > 0.
On note V une k-variété, laquelle, sauf mention du contraire, est toujours supposée
lisse et géométriquement intègre. On notera X une k-compactification de V (que l’on
supposera lisse aussi, à défaut de la mention du contraire), i.e. une k-variété propre
munie d’une k-immersion ouverte V →֒ X. 1 On réserve la notation G′ pour un k-
groupe semi-simple simplement connexe (par exemple SLn) et G pour un k-groupe fini,
souvent plongé dans G′. On supposera dans tout l’exposé que l’ordre du groupe G (à
savoir, le degré du morphisme structurel G → Spec k) est premier à la caractéristique
p du corps k. Ainsi, le groupe G est toujours supposé lisse et en particulier le cardinal
de G(k¯) est toujours premier à p. La k-variété V := G\G′ est lisse et géométriquement
intègre et correspond à un espace homogène sous G′ (cf. [SGA70a, VIB, Prop. 9.2]).
Pour une extension de corps K/k et pour V une k-variété, on note VK := V ×k K
la K-variété obtenue par changement de base. Pour toute variété V , on note H i(V, ·)
les groupes de cohomologie étale et H i(k, ·) les groupes de cohomologie galoisienne clas-
siques (qui coïncident avec les groupes de cohomologie étale pour V = Spec k). Pour
i = 1, on peut aussi définir des ensembles de cohomologie non abélienne, lesquels seront
toujours notés H1(V, ·) et H1(k, ·) comme dans le cas abélien (ces deux ensembles coïn-
cident aussi pour V = Spec k). Si l’on écrit Gm pour le groupe multiplicatif, le groupe
de Brauer Br V est défini comme le groupe H2(V,Gm). Pour n > 1 premier à p, on note
µn le groupe algébrique (fini et lisse) des racines n-ièmes de l’unité. La n-torsion du
groupe de Brauer Br V est alors donnée par un quotient de H2(V, µn). On note aussi µ
la limite inductive des µn pour n ∈ N et l’on note donc µ{p′} le groupe des racines de
l’unité d’ordre premier à p, cf. ci-dessous.
On utilise la lettre ℓ pour des nombres premiers différents de la caractéristique p.
Pour un groupe abélien A, on note A{ℓ} les éléments de torsion ℓ-primaire de A et
1On rappelle que l’existence d’une compactification lisse est assurée en caractéristique 0 via le
théorème d’Hironaka, tandis qu’en caractérsitique positive la dite existence est une question toujours
ouverte.
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A{p′} les éléments de torsion première à p. Pour la définition du groupe de Brauer non
ramifié BrnrV d’une k-variété V , on renvoie à [CT95] ou encore à [CTS07]. On se limite
à rappeler que, lorsque l’on dispose d’une compactification lisse X de V , on a l’égalité
BrnrV {p
′} = BrX{p′}, où p correspond à la caractéristique du corps k, (ce sont des
applications du théorème de pureté de Grothendieck, cf. [CT95, Prop. 4.2.3]). Le groupe
de Brauer algébrique est défini comme
BralV :=
Ker[Br V → Br Vk¯]
Im[Br k → Br V ]
.
On note aussi Br1V := Ker[Br V → BrVk¯] d’où BralV = Br1V/Br k lorsqu’on note
par abus Br k sa propre image dans Br V . Le groupe de Brauer non ramifié algébrique
Brnr,alV est alors tout simplement l’image de BrnrV ∩Br1V dans BralV par la projection
naturelle.
On fait enfin les conventions de notation suivantes. Pour G un k-groupe fini et pour
tout groupe profini ∆ agissant sur G(k¯) (en particulier pour Γk ou Γkv pour v une place
de k si k est un corps global), on note
H i(∆, G) := H i(∆, G(k¯)) et Hom(∆, G) := Homcont(∆, G(k¯)).
De plus, la notation b ∈ G veut toujours dire b ∈ G(k¯). On rappelle aussi que les groupes
X
i
cyc(k,G) pour G abélien sont définis comme les éléments α ∈ H
i(k,G) tels que, pour
tout sous-groupe pro-cyclique γ de Γk, on a que la restriction αγ ∈ H i(γ,G) de α est
triviale.2
3 Groupe de Brauer non ramifié sur un corps fini
Comme il a été dit dans l’introduction, dans [LA13], on a utilisé un résultat de Gabber
qui précise le théorème de de Jong sur les altérations (cf. [ILO12], Exposé X, Theorem
2.1) pour établir une caractérisation du groupe de Brauer non ramifié BrnrV d’une variété
V lisse et géométriquement intègre sur un corps global de caractéristique positive (cf.
[LA13], Théorème 2.1). En appliquant les mêmes techniques, on peut obtenir un résultat
analogue pour les corps finis :
Théorème 3.1. Soient k = Fq avec q une puissance de p et V une k-variété lisse et
géométriquement intègre. Soit α ∈ Br V un élément d’ordre n premier à p. Alors α
appartient à BrnrV si et seulement si, pour toute extension finie L de k, l’application
V (L((t)))→ BrL((t)) induite par α est nulle.
L’un des sens de cette proposition, à savoir que tout élément α ∈ BrnrV vérifie la pro-
priété d’annulation ci-dessus, avait déjà été démontré par Borovoi, Demarche et Harari
2Pour un corps global on peut aussi définir les groupes (ou ensembles)Xiω(k,G), lesquels sont définis
comme les éléments α ∈ Hi(k,G) dont l’image dans Hi(kv, G) est triviale pour presque toute place
v ∈ Ωk (i.e. pour toute place sauf un nombre fini). Le théorème de Čebotarev permet de démontrer
facilement que les groupes (resp. ensembles) Xiω et X
i
cyc coïncident, cf. [San81, §1].
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(cf. [BDH13, Proposition 4.3]) via le changement de base de k = Fq à k[t] (l’argument
est, outre l’application du résultat de Gabber, totalement analogue au raisonnement
classique rappelé par exemple dans l’introduction de [LA13]). Une analogie similaire
avec la preuve de [LA13, Théorème 2.1] nous permet maintenant de démontrer le sens
inverse.
Démonstration. Puisque le groupe de Brauer est de torsion, on sait qu’il est la somme
directe de ses composantes ℓ-primaires avec ℓ un nombre premier. Il suffit alors de dé-
montrer l’énoncé pour un élément α ∈ Br V {ℓ} pour un nombre premier ℓ 6= p donné.
Le théorème de Nagata (cf. [Con07], [Del10]) nous dit qu’il existe une k-compactification
X de V qui n’est pas forcément lisse. Le théorème de Gabber nous dit alors qu’il existe
une extension finie de corps k′/k de degré premier à ℓ et une ℓ′-altération X ′ → Xk′, i.e.
un morphisme propre, surjectif et génériquement fini de degré premier à ℓ, avec X ′ une
k′-variété lisse. On en déduit que X ′ est propre et lisse sur k′. De plus, on peut supposer
que X ′ est géométriquement intègre. En effet, quitte à prendre une composante connexe
de X ′ dominant X (bien choisie pour que le degré générique reste premier à ℓ), on peut
supposer qu’elle est connexe. Il suffit alors de noter que la factorisation de Stein assure
l’existence d’une factorisation X ′ → Spec k′′ → Spec k′ telle que X ′ est géométriquement
connexe sur k′′, donc quitte à changer k′ par k′′ (extension qui reste de degré premier
à ℓ car [k′′ : k′] divise [k′(X ′) : k′(X)]), on a que X ′ est géométriquement intègre sur
k′ car elle est lisse et géométriquement connexe. On a alors le diagramme commutatif
suivant, où les carrés sont cartésiens :
V ′ //

X ′

Vk′ //

Xk′

V // X.
(3.1)
En notant alors K = k(t), OK = k[t], K ′ = k′(t) et OK ′ = k′[t], le diagramme (3.1)
induit par changement de base le diagramme commutatif suivant
V ′ //

X ′

VOK′
//

XOK′

V // X
où V := V ×kOK , X := X ×kOK , V ′ := V ′×k′ OK ′ et X ′ := X ′×k′ OK ′. En particulier,
X ′ est propre et lisse sur OK ′.
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Supposons que α ∈ BrnrV . Dans ce cas, la proposition 4.3 de [BDH13] nous dit
précisément que l’application V (k((t))) → Br k((t)) induite par α est nulle. Pour avoir
le même résultat pour toute extension finie, il suffit de considérer la variété VL = V ×k
L et d’y appliquer la même proposition. En effet, le groupe de Brauer non ramifié
est fonctoriel par rapport aux morphismes dominants (cela découle facilement de la
définition de BrnrV = Brnr(k(V )/k) et de [CT95, Proposition 3.3.1 et §3.6], voir aussi
[CTS07, Lemma 5.5] pour une version plus explicite en caractéristique 0). On peut alors
regarder la restriction αL ∈ BrVL de α comme un élément de BrnrVL. Il est évident
alors que pour tout L((t))-point P de V (qui est en même temps un point de VL) on a
α(P ) = αL(P ) = 0.
Supposons donc que α 6∈ BrnrV . Il existe alors un anneau de valuation discrète A de
corps de fractions k(V ) et corps résiduel κ ⊃ k tel que l’image de α par l’application
résidu
H2(k(V ), µℓm)→ H
1(κ,Z/ℓmZ),
est non nulle. Soit B = A(t) : c’est un anneau de valuation discrète de corps de fractions
K(V ) et corps résiduel κ(t) (la valuation de t étant bien évidemment prise comme égale
à 0) et il est évident que l’indice de ramification de l’extension B/A est égal à 1. En effet,
on rappelle que si l’on note vB la valuation associée à B, cet indice est défini comme
l’indice du groupe vB(k(V )∗) dans vB(K(V )∗) ∼= Z. Le corollaire B.2, démontré dans
l’appendice, nous dit qu’il existe un anneau de valuation discrète B′ ⊃ B de corps de
fractions K ′(V ′) et corps résiduel κ′ tel que, si l’on note f = [κ′ : κ(t)] et e l’indice de
ramification de B′/B, on a (ef, ℓ) = 1. De plus, B′ contient la fermeture intégrale de B
dans K ′(V ′) et K ⊂ B, donc on a κ′ ⊃ K ′. Alors, d’après [CT95, Proposition 3.3.1], on
a le diagramme commutatif
H2(k(V ), µℓm) //
Inf

H1(κ,Z/ℓmZ)
Inf

H2(K(V ), µℓm) //
Res

H1(κ(t),Z/ℓmZ)
e·Res

H2(K ′(V ′), µℓm) // H
1(κ′,Z/ℓmZ).
On remarque que les flèches verticales en haut sont bien des applications d’inflation.
En effet, on a K(V ) = k(V )(t), d’où Γk(V ) s’identifie avec le groupe Γk¯(V )(t)/K(V ), lequel
correspond à un quotient de ΓK(V ). On en a de même pour κ et κ(t).
Soit alors κ1 la sous-extension séparable maximale de κ′/κ(t). On a alors la factori-
sation suivante des flèches verticales à droite :
H1(κ,Z/ℓmZ)
Inf
−→ H1(κ(t),Z/ℓmZ)
e·Res
−−−→ H1(κ1,Z/ℓ
mZ)
Res
−−→ H1(κ′,Z/ℓmZ).
Les applications d’inflation étant toujours injectives au niveau du H1, on sait que la
flèche de gauche est injective. Puis, le corollaire B.4, aussi démontré dans l’appendice,
nous dit que la flèche de droite est un isomorphisme. Enfin, pour la flèche du milieu
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on a que e[κ1 : κ] divise ef et alors le morphisme est injectif par l’argument classique
de restriction-corestriction (lequel a bien un sens vu que κ1/κ est séparable). En parti-
culier, on voit que l’image de α dans H1(κ′,Z/ℓmZ) est non nulle et alors que l’image
α′ ∈ Br V ′ de α n’est pas dans BrnrV ′ = BrX ′.
Enfin, d’après [LA13, Théorème 1.2], il existe un ensemble infini I ′ de places w de K ′
telles qu’il existe un K ′w-point P
′
w de V
′ tel que α′(P ′w) 6= 0. En prenant une quelconque
de ces places, on a K ′w ∼= L((t
′)) pour une certaine extension finie L/k, d’où l’on voit
que, si Q est le L((t′))-point de V induit par P ′w, alors α(Q) = α
′(P ′w) 6= 0 ∈ BrL((t
′)),
ce qui conclut. ⌣¨
4 Formules pour le groupe Brnr,al sur les espaces homo-
gènes
On présente dans cette section, à l’aide des résultats précédents, différentes formules
pour calculer le groupe Brnr,alV , où V est un espace homogène à stabilisateur fini sur
plusieurs corps de base.
Soit k un corps dont on note p ≥ 0 la caractéristique et k¯ sa clôture séparable. On
note Γk = Gal(k¯/k). On rappelle que, pour une k-variété V , la partie algébrique du
groupe de Brauer BrV est définie comme
BralV :=
Ker[Br V → Br Vk¯]
Im[Br k → Br V ]
= Br1V/Br k.
Si de plus la variété vérifie V (k) 6= ∅ et k¯[V ]∗/k¯∗ = 1, alors ce groupe admet une
description en termes du groupe de Picard géométrique PicVk¯. En effet, le lemme 6.3
de [San81] nous dit que l’on a un isomorphisme
BralV
∼
−→ H1(k,PicVk¯). (4.0.1)
Supposons maintenant qu’il existe une k-compactification lisse X de V . On a un iso-
morphisme similaire pour la variété X. En effet, il suffit de noter que X est propre et
géométriquement intègre pour avoir k¯[X ]∗/k¯∗ = 1, et il est évident que X(k) 6= ∅ dès
que V (k) 6= ∅, donc on a aussi
BralX
∼
−→ H1(k,PicXk¯). (4.0.2)
On rappelle que, d’après les théorèmes de pureté de Grothendieck, le groupe BralX{p′}
correspond à la partie non ramifiée (et de torsion première à p) du groupe de Brauer
algébrique de V (cf. [CT95, Proposition 4.2.3]), que l’on notera Brnr,alV {p′}.
Soit maintenant G un k-groupe fini lisse que l’on plonge dans G′ un k-groupe algé-
brique linéaire semi-simple simplement connexe, par exemple G′ = SLn. Soit V := G\G′
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la k-variété quotient. Le groupe G′ étant semi-simple, on a que k¯[G′]∗/k¯∗ = 0 (c’est le
lemme de Rosenlicht, cf. [San81, Lemme 6.5]). Ceci nous dit que k¯[V ]∗/k¯∗ = 0, puisque
toute fonction inversible sur Vk¯ donne une fonction inversible sur G′k¯. On en déduit que
l’on a la description du groupe BralV donnée par l’isomorphisme (4.0.1) ci-dessus.
Il est intéressant de remarquer que cette description ne dépend point du plongement
G →֒ G′ choisi. En effet, dans cette situation, la cohomologie de Čech non abélienne
associée au torseur G′
k¯
→ Vk¯ nous donne une suite exacte d’ensembles pointés (cf. [Sko01,
Lemma 2.2.2])
0→ Hˇ1(G′k¯/Vk¯,Gm)→ Hˇ
1(Vk¯,Gm)→ Hˇ
0(G′k¯/Vk¯, Hˇ
1(Gm)), (4.0.3)
où Hˇ1(Gm) correspond au préfaisceau (étale) U 7→ Hˇ1(U,Gm). Le même lemme nous dit
que Hˇ1(G′
k¯
/Vk¯,Gm) correspond à l’ensemble des classes d’équivalence de morphismes
f : G′ ×G→ Gm
satisfaisant la condition de cocycle f(y, s)f(ys, s′) = f(y, ss′) ; f étant équivalent à f ′ si
f ′(y, s) = g(y)f(y, s)g(ys)−1,
pour un morphisme g : G′
k¯
→ Gm. Or, puisque k¯[G′]∗/k¯∗ = 0, il est facile de voir que
f(y, s) ne dépend que de s et qu’alors Hˇ1(G′
k¯
/Vk¯,Gm) s’identifie avec l’ensemble des
morphismes g : G→ Gm, i.e. au groupe des caractères de G, que l’on notera M dans la
suite. On rappelle que c’est le dual de Cartier de Gab, l’abélianisé de G.
De plus, en rappelant que Hˇ1(Vk¯,Gm) = H1(Vk¯,Gm) (cf. [Mil80, III, Corollary 2.10]),
on peut réécrire la suite exacte (4.0.3) comme
0→ M → Pic Vk¯ → PicG
′
k¯.
Or, G′ étant en plus simplement connexe, on a PicG′
k¯
= 0 (cf. [San81, Lemme 6.9(iv)]).
On a alors trouvé un isomorphisme
λ :M
∼
−→ Pic Vk¯. (4.0.4)
Pour vérifier qu’il s’agit bien d’un morphisme de groupes (et de Γk-modules), il suffit
de regarder la même situation pour le Gab-torseur Z := Gder\G′ → V , où Gder est le
sous-groupe dérivé de G. On y retrouve la même application, mais dans le cas de la
cohomologie de Čech abélienne (cf. [Sko01, 2.2]). On remarque en plus que cet isomor-
phisme correspond au type du torseur Z → V . En effet, ceci découle de la définition du
type dans [Sko01, Definition 2.3.2] et de ce qui est remarqué juste après. On en déduit
que Z → V est un torseur universel.
On voit alors que BralV = H1(k,PicVk¯) ne dépend que de G, et même plus précisé-
ment de son abélianisé. De plus, puisque dans tout ce texte on ne considérera que des
groupes G d’ordre premier à p (qui sont d’ailleurs toujours lisses), M et par suite BralV
n’auront pas non plus de p-torsion, ce qui nous permet d’utiliser la notation Brnr,alV au
lieu de Brnr,alV {p′}.
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4.1 Une formule cohomologique sur un corps fini
Soit maintenant k un corps fini de caractéristique p > 0. On veut étudier les espaces
homogènes V = G\G′ comme ci-dessus sur ce corps de base particulier. Comme on vient
de l’anoncer, on supposera désormais que l’ordre de G est premier à p. Sous cette hypo-
thèse et grâce au théorème 3.1 on peut donner une formule cohomologique permettant
de calculer le groupe Brnr,alV .
Rappelons que, lorsque l’ordre de G est premier à p, le cup-produit nous donne
l’accouplement parfait suivant (cf. [NSW08, Theorem 7.2.6])
H1(k((t)),M)×H1(k((t)), Gab)→ H2(k((t)),Gm) = Br k((t)) ∼= Q/Z.
En utilisant cet accouplement, le groupe Brnr,alV admet la description cohomologique
suivante :
Théorème 4.1. Soit G un k-groupe fini d’ordre premier à q plongé dans G′ semi-
simple simplement connexe et soit V = G\G′. Soit M le groupe des caractères de G.
En identifiant BralV avec H1(k,M) comme ci-dessus, le groupe de Brauer non ramifié
algébrique Brnr,alV de V est donné par les éléments α ∈ H1(k,M) vérifiant la propriété
suivante :
Pour toute extension finie k′ de k, l’image α′ de α dans H1(k′((t)),M) est orthogo-
nale au sous-ensemble Im[H1(k′((t)), G)→ H1(k′((t)), Gab)].
Ce résultat découle de façon évidente de la proposition suivante et du théorème 3.1.
Proposition 4.2. Soient K un corps local de caractéristique p ≥ 0, G un K-groupe fini
d’ordre premier à p plongé dans G′semi-simple simplement connexe et soit V = G\G′.
Soit M le groupe des caractères de G. Soit enfin α ∈ BralV . En identifiant BralV avec
H1(K,M), il existe une préimage α1 ∈ Br1V de α telle que l’application V (K) →
BrK induite par α1 est triviale si et seulement si α est orthogonale au sous-ensemble
Im[H1(K,G)→ H1(K,Gab)].
Pour démontrer cet énoncé, on utilise la proposition suivante.
Proposition 4.3. Soient K un corps quelconque, V une K-variété, π : V → K le
morphisme structural, M un ΓK-module de type fini dont la torsion est d’ordre premier
à la caractéristique de K, S son K-groupe dual (qui est donc de type multiplicatif et
lisse sur K), λ ∈ HomK(M,PicVK¯) et r : Br1V → H
1(K,PicVK¯) le morphisme issu de
la suite spectrale de Hochschild-Serre
Hp(ΓK , H
q(VK¯ ,Gm))⇒ H
p+q(V,Gm).
Supposons qu’il existe un V -torseur T sous S de type λ. Alors pour tout α ∈ H1(K,M)
on a
r(π∗(α) ∪ [T ]) = λ∗(α) ∈ H
1(K,PicVK¯).
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Démonstration. Cette proposition correspond au théorème 4.1.1 de [Sko01], à cela près
qu’il considère un corps K de caractéristique 0, ce qui lui donne immédiatement la
lissité de S sans aucune hypothèse sur l’ordre de la torsion de M . Suivant alors la
preuve dans [Sko01] on note que, puisque S est lisse sur K, on a ExtnV (π
∗M,Gm) =
Hn(V, S) (cf. [Sko01, Lemma 2.3.7]). D’autre part, on a des isomorphismes canoniques
ExtnV (Z, π
∗M) = Hn(V, π∗M) et des accouplements de Yoneda
H1(V, π∗M)× ExtnV (π
∗M,Gm)→ H
n+1(V,Gm),
et
H1(K,M)× ExtnK(M,PicVK¯)→ H
n+1(K,PicVK¯).
On démontre d’abord que la flèche
Ext1V (π
∗M,Gm)
π∗(α)∪·
−−−−→ H2(V,Gm) = Br V,
est à valeurs dans Br1V , puis que l’on a un diagramme commutatif
H1(V, S) = Ext1V (π
∗M,Gm)
π∗(α)∪·

type
// HomK(M,PicVK¯)
α∪·

Br1V
r // H1(K,PicVK¯).
En notant alors que la deuxième flèche verticale envoie λ en λ∗(α), la proposition est
démontrée. Pour la démonstration des deux affirmations manquantes, on renvoie à la
preuve dans [Sko01, pages 64-68], car elle est assez technique et la caractéristique du
corps K n’y intervient pas. ⌣¨
Démonstration de la Proposition 4.2. Remarquons d’abord que l’isomorphisme (4.0.1)
vient précisément du morphisme r : Br1V → H1(K,PicVK¯) de la suite spectrale de
Hochschild-Serre, cf. [San81, Lemme 6.3]. D’autre part, on sait que Z → V est universel,
i.e. le morphisme (4.0.4) λ : M → Pic VK¯ est aussi un isomorphisme, ce qui fait que l’on
a
Br1V // //
r
22
BralV
∼ // H1(K,PicVK¯) oo
∼
λ∗
H1(K,M).
La proposition 4.3 nous dit alors que l’image de l’élément π∗(α)∪ [Z] ∈ Br1V dans BralV
correspond à α ∈ H1(K,M).
Pour un K-point P : SpecK → V , notons [Z](P ) ∈ H1(K,Gab) la classe du K-
torseur Z×V K sous Gab. De même, notons [G′](P ) la classe du K-torseur G′×V K sous
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G. On a le diagramme commutatif suivant
([G′], P ) ∈
❴

H1(V,G)× V (K) //

H1(K,G)

∋ [G′](P )
❴

([Z], P ) ∈
❴

H1(V,Gab)× V (K) //
π∗(α)∪·

H1(K,Gab)
α∪·

∋ [Z](P )
❴

(π∗(α) ∪ [Z], P ) ∈ Br1V × V (K) // BrK ∋ α ∪ [Z](P ).
Si l’on considère alors la suite exacte de cohomologie galoisienne non abélienne suivante
(voir par exemple [Ser02, I, §5.4, Proposition 36])
G′(K)→ V (K)
δ
−→ H1(K,G)→ H1(K,G′),
on sait par la définition de δ que δ(P ) = [G′](P ). Comme G′ est simplement connexe, on
sait que H1(K,G′) = 0 (cf. [BT87, 4.7]), ce qui nous dit que l’application δ est surjective.
On voit alors que l’ensemble des [Z](P ) pour P parcourant V (K) est Im[H1(K,G) →
H1(K,Gab)] tout entier. On en déduit que, si α est orthogonale à Im[H1(K,G) →
H1(K,Gab)], alors l’application V (K) → BrK induite par π∗(α) ∪ [Z] ∈ Br1V est
triviale. Dans le sens inverse, si α n’est pas orthogonale à Im[H1(K,G)→ H1(K,Gab)],
alors l’application induite par π∗(α)∪[Z] n’est clairement pas triviale, donc en particulier
pas constante (car la classe triviale appartient toujours à Im[H1(K,G) → H1(K,Gab)]
et donc l’élément trivial de BrK est toujours atteint). On voit aussitôt que celle induite
par une autre préimage α1 ∈ Br1V de α ne l’est pas non plus (ni constante, ni triviale),
car il s’agit d’une translation de la première par β ∈ BrK, où β est l’élément tel que
α1 = π
∗(α) ∪ [Z] + β. ⌣¨
Remarque.
Vu l’énoncé de la proposition 4.3, il est facile de voir que le théorème 4.1 s’étend à
un stabilisateur quelconque à composante connexe réductive, à cela près que l’on doit
toujours demander que la torsion du groupe Gab soit d’ordre premier à q. En effet, la
preuve de la proposition 4.2 ne fait pas du tout mention de la finitude de G et, dans ce
cas plus général, le groupe Gab est un groupe de type multiplicatif lisse dont le dual n’a
pas de p-torsion, donc la proposition 4.3 reste valable.
4.2 Une formule algébrique sur un corps fini
On garde les notations de la section précédente, donc k est toujours un corps fini de
cardinal q. On rappelle aussi les conventions faites dans la section 2 : pour tout groupe
profini ∆ agissant sur G(k¯) (par exemple ∆ = Γk((t))) on note
H i(∆, G) := H i(∆, G(k¯)) et Hom(∆, G) := Homcont(∆, G(k¯)).
De plus, la notation b ∈ G veut toujours dire b ∈ G(k¯). On fait de même pour Gab, M ,
etc.
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Les théorèmes 3.1 et 4.1 nous donnent des formules pour le groupe Brnr,alV corres-
pondant à la k-variété V = G\G′ qui regardent ce qui se passe au niveau des corps
locaux k′((t)) avec k′ une extension finie de k et profitent de leurs propriétés arithmé-
tiques. Dans cette section on en déduit une formule algébrique qui ne dépend que du
corps de base k en déformant peu à peu la formule cohomologique (théorème 4.1).
Définition 4.4. Soit G un groupe fini de cardinal premier à q. Soit s ∈ Γk l’élément
correspondant au q-Frobenius (i.e. l’application k¯ → k¯ : x 7→ xq). On définit une
application bijective ϕq : G(k¯)→ G(k¯) par la formule
ϕq(b) = b
s−1 q.
L’application induite par ϕq sur Gab(k¯) est un automorphisme que l’on note toujours ϕq
par abus. Pour n ∈ N, on note ϕnq le n-ième itéré de ϕq.
Pour tout b ∈ G, on définit nb comme le plus petit entier nb > 0 tel que ϕnbq (b) soit
conjugué à b. On remarque qu’un tel nb existe toujours d’après la finitude de G(k¯). On
définit alors l’application q-norme Nq : G(k¯)→ Gab(k¯) comme le produit
Nq(b) =
nb−1∏
i=0
ϕiq(b) =
nb−1∏
i=0
ϕiq(b¯),
où “ ” représente la projection naturelle de G(k¯) sur Gab(k¯).
Avec ces définitions, on peut énoncer la formule algébrique de la façon suivante.
Théorème 4.5. Soit G un k-groupe fini d’ordre premier à q plongé dans G′ semi-
simple simplement connexe et soit V = G\G′. Soit M le groupe des caractères de G.
En identifiant BralV avec H1(k,M), le groupe de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV
de V est donné par les éléments α ∈ H1(k,M) tels que pour a ∈ Z1(k,M) un cocycle
(quelconque) représentant α, on a
as(Nq(b)) = 1 ∀ b ∈ G,
On remarque que la formule a bien un sens. En effet, as est un élément de M , donc
on peut l’évaluer en Nq(b) ∈ Gab, ce qui donne un élément dans µ{q′}.
4.2.1 Démonstration du théorème 4.5
D’après le théorème 4.1, on a intérêt à étudier l’application H1(K1, G) → H1(K1, Gab)
pour K1 = k((t)) = Fq((t)), ainsi que les applications H1(Kn, G) → H1(Kn, Gab) pour
Kn = Fqn((t)). Soit alors S ⊂ ΓKn ⊂ ΓK1 le sous-groupe de ramification sauvage et
considérons le quotient Dn := ΓKn/S pour tout n ≥ 1. On a une suite exacte d’ensembles
pointés
0→ H1(Dn, G)→ H
1(ΓKn, G)→ H
1(S,G),
mais puisque G est un k-groupe fini, on a G(k¯) = G(K¯n) et alors S agit trivialement
sur G(K¯n), donc H1(S,G) correspond aux morphismes S → G à conjugaison près. On
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voit alors que H1(S,G) = 0, car S est un pro-p-groupe et G n’a pas de p-sous-groupe
non trivial. On a exactement la même situation pour Gab, donc on voit que l’on a
H1(Dn, G) = H
1(Kn, G) et de même pour Gab et M et on peut alors se restreindre à
étudier les applications H1(Dn, G)→ H1(Dn, Gab) pour n ≥ 1.
On rappelle que Dn est un groupe profini engendré par deux générateurs σn et τ
avec la relation σnτσ−1n = τ
qn (cf. [NSW08, Thm. 7.5.3]). On remarque par ailleurs que
l’inclusion naturelle ΓKn ⊂ ΓK1 donne σn = σ
n
1 et que Dn correspond au groupe de
Galois de l’extension modérement ramifiée maximale de Kn = Fqn((t)). Si de plus on
considère le sous-groupe fermé
T := 〈τ〉 ⊂ Dn
et les quotients
Γn := Dn/T ∼= 〈σ
n〉,
on voit que Γn correspond au groupe de Galois de F¯qn((t))/Fqn((t)) (i.e. de l’extension
non ramifiée maximale de Kn) lequel est isomorphe au groupe de Galois de Fqn. En
particulier on a un isomorphisme canonique Γ1
∼
−→ Γk qui envoie la classe de σ1 dans Γ1
sur le Frobenius s et alors on a canoniquement H1(k,M) ∼= H1(Γ1,M). Il est facile aussi
de voir à partir de la présentation de Dn que Γn ∼= Zˆ, tandis que T ∼= Zp′ :=
∏
ℓ 6=p Zℓ et
que l’on a une suite exacte scindée
1→ T → Dn → Γn → 1.
De ce fait, on se permet de noter désormais abusivement σ tant le générateur de Γ1 que
l’élément σ1 ∈ D1. On a alors que σn est le générateur de Γn pour tout n. Enfin, comme
G est défini sur k, on sait que τ agit trivialement sur G(k¯) = G(K¯1), donc en particulier
on a une action de Γ1 sur G(k¯) qui coïncide avec l’action de Γk, i.e. on a bσ = bs pour
tout b ∈ G et en particulier,
ϕq(b) = b
s−1 q = bσ
−1 q, pour tout b ∈ G.
Soit maintenant α ∈ H1(k,M) = H1(Γ1,M). Le théorème 4.1 nous dit qu’il faut
étudier le comportement de l’image αn de α dans H1(Γn,M) ⊂ H1(Dn,M) par rapport
au groupe H1(Dn, Gab). En effet, d’après les égalités ci-dessus, on voit que l’on a un
accouplement parfait
H1(Dn,M)×H
1(Dn, G
ab)→ H2(Dn, µ{q
′}) →֒ Q/Z, (4.2.1)
issu de l’accouplement local classique. Soit alors β ∈ H1(Dn, Gab) que l’on suppose
d’abord comme provenant de H1(Γn, Gab). On peut donc considérer le cup-produit
αn ∪ β ∈ H2(Γn, µ{q′}). Or, Γn est un groupe de dimension cohomologique 1 car il
est isomorphe à Zˆ, donc on a H2(Γn, µ{q′}) = 0. La compatibilité du cup-produit
avec l’inflation nous dit alors que αn est orthogonal à tout le sous-groupe H1(Γn, Gab)
de H1(Dn, Gab). De plus, la suite exacte des premiers termes de la suite spectrale de
Hochschild-Serre
Hp(Γn, H
q(T,Gab))⇒ Hp+q(Dn, G
ab),
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qui est
0→ H1(Γn, (G
ab)T )
Inf
−→ H1(Dn, G
ab)
Res
−−→ H1(T,Gab)Γn → H2(Γn, (G
ab)T ),
peut être réécrite comme
0→ H1(Γn, G
ab)
Inf
−→ H1(Dn, G
ab)
Res
−−→ Hom(T,Gab)Γn → 0,
car T agit trivialement sur Gab(k¯) et cd(Γn) = 1. De cette suite, et du fait que H1(Γn,M)
est orthogonal à H1(Γn, Gab), on déduit que l’on a un accouplement
H1(Γn,M)×Hom(T,G
ab)Γn → H2(Dn, µ{q
′}) →֒ Q/Z, (4.2.2)
qui nous dit que c’est l’image de H1(Dn, G) dans Hom(T,Gab)Γn que l’on doit étudier.
On donne alors quelques définitions qui nous aideront à décrire cette image.
Définition 4.6. Soit n ∈ N∗. On dit qu’un élément b ∈ Gab est (q, n)-relevable s’il
existe b ∈ G relevant b tel que ϕnq (b) soit conjugué à b. On remarque que ceci entraîne
en particulier que ϕnq (b) = b.
On note (Gab)ϕ
n
q le sous-groupe de Gab(k¯) des éléments invariants par ϕnq et G
ab
q,n ⊂
(Gab)ϕ
n
q l’ensemble des éléments (q, n)-relevables. On remarque que b ∈ Gab est ϕnq -
invariant si et seulement s’il vérifie bσ
n
= bq
n
.
On a un isomorphisme évident Hom(T,Gab) ∼−→ Gab(k¯) qui à un morphisme lui
associe l’image de τ . On peut alors vérifier facilement que l’image de Hom(T,Gab)Γn
dans Gab(k¯) pour cet isomorphisme correspond au sous-groupe (Gab)ϕ
n
q . On voit alors
que pour tout n l’accouplement (4.2.2) devient
H1(Γn,M)× (G
ab)ϕ
n
q → H2(Dn, µ{q
′}) →֒ Q/Z. (4.2.3)
On peut alors énoncer un résultat équivalent au théorème 4.1 qui utilise cet accouple-
ment.
Proposition 4.7. Soit G un k-groupe fini d’ordre premier à q plongé dans G′ semi-
simple simplement connexe et soit V = G\G′. Soit M le groupe des caractères de G. En
identifiant BralV avec H1(Γ1,M), le groupe de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV
de V est donné par les éléments α ∈ H1(Γ1,M) vérifiant la propriété suivante :
Pour tout n ≥ 1, l’image αn de α dans H1(Γn,M) est orthogonale à Gabq,n pour
l’accouplement (4.2.3) donné ci-dessus.
Démonstration. Il est facile de voir qu’un cocycle b ∈ Z1(Dn, G) représentant une classe
de H1(Dn, G) est défini par ses images bσn et bτ et qu’elles sont soumises à la seule
relation
bσnτσ−n = bτqn ,
ce qui, sachant que τ agit trivialement sur G(k¯), se traduit par
bσn b
σn
τb
−1
σn = b
qn
τ .
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On en déduit qu’un morphisme dans Hom(T,Gab) appartient à l’image de H1(Dn, G)
si et seulement si l’image de τ est (q, n)-relevable, ce qui nous dit que α est orthogo-
nale à Gabq,n si et seulement si elle est orthogonale à Im[H
1(Dn, G) → Hom(T,Gab)Γn ]
pour l’accouplement (4.2.2), ce qui est le cas si et seulement si elle est orthogonale à
Im[H1(Dn, G)→ H1(Dn, Gab)] pour l’accouplement (4.2.1).
Il suffit alors de noter que, pour toute extension finie k′/k il existe n ≥ 1 tel que
k′((t)) ∼= Kn et que l’accouplement (4.2.1) provient bien de l’accouplement classique
H1(Kn,M)×H
1(Kn, G
ab)→ H2(Kn,Gm) = BrKn ∼= Q/Z.
Le théorème 4.1 nous permet alors de conclure. ⌣¨
Soient maintenant α ∈ H1(Γ1,M), a ∈ Z1(Γ1,M) un cocycle représentant α, b ∈
(Gab)ϕ
n
q et, par abus de notation, on note b aussi le cocycle dans Z1(Dn, Gab) tel que
bτ = b et bσn = 1. Ce cocycle représente une classe β ∈ H1(Dn, Gab) dont l’image dans
Hom(T,Gab)Γn est précisément le morphisme envoyant τ en b, ce qui justifie l’abus.
On veut analyser le 2-cocycle a ∪ b ∈ Z2(Dn, µ{q′}) obtenu par l’accouplement (4.2.3)
ci-dessus.
Lemme 4.8. On a la formule
(a ∪ b)σns1 τ t1 ,σns2 τ t2 = [aσn(b)]
qn(s1+s2)s1t2 ∈ µ{q′}.
Démonstration. En tant qu’élément de Z1(Dn,M), on sait que a vérifie
aσns =
s−1∏
i=0
aσ
ni
σn , s ≥ 1,
aσ−ns =
s∏
i=1
aσ
−ni −1
σn , s ≥ 1,
aτ t = 1, t ∈ Z,
aσnsτ t = aσns a
σns
τ t = aσns , s, t ∈ Z.
D’autre part, on sait par définition que b vérifie
bσns = 1, s ∈ Z,
bτ t = b
t
τ = b
t, t ∈ Z,
bσnsτ t = bσns b
σns
τ t = b
σns t = bq
nst, s, t ∈ Z.
En rappelant alors que la formule générale du cup-produit est
(a ∪ b)x,y = ax ⊗ b
x
y,
16
il est facile de voir que le 2-cocycle a ∪ b ∈ Z2(Dn, µ{q′}) est défini par la formule
(a ∪ b)σns1 τ t1 ,σns2τ t2 = aσns1 ( b
σns1 τ t1 qns2 t2)
= [aσns1 ( b
σns1 )]q
ns2 t2
=
s1−1∏
i=0
[( aσ
ni
σn)( b
σns1 )]q
ns2 t2
=
s1−1∏
i=0
[ (σ
ni
aσn( b
σn(s1−i) ))]q
ns2 t2
=
s1−1∏
i=0
[aσn(b
qn(s1−i))]q
n(i+s2)t2
=
s1−1∏
i=0
[aσn(b)]
qn(s1+s2)t2
= [aσn(b)]
qn(s1+s2)s1t2 ∈ µ{q′},
où l’on rappelle que σ agit sur M = Hom(Gab, µ{q′}) via ( aσ )(b) = (σ a( bσ
−1
)) pour
a ∈ M et b ∈ Gab (cf. par exemple [Ser79, IX.3]) et que σ agit sur µ{q′} = F¯∗q via le
Frobenius, i.e. par élévation à la q-ième puissance. On a par ailleurs utilisé dans le calcul
la formule de aσns1 pour s1 ≥ 1, mais un calcul similaire donne la même formule pour
tout s1 ∈ Z. ⌣¨
On voit alors que la classe de a ∪ b dans H2(Dn, µ{q′}) est décrite par l’élément
aσn(b) ∈ µ{q
′}, et l’inverse est vrai dans le sens suivant.
Lemme 4.9. Soient α, a, b et β comme ci-dessus. Alors la classe αn∪β ∈ H2(Dn, µ{q′})
est nulle si et seulement si aσn(b) = 1.
Démonstration. Supposons que aσn(b) = 1. La formule du lemme 4.8 nous dit alors
immédiatement que l’on a (a ∪ b)x,y = 1 pour toute paire (x, y) ∈ D2n, donc on a bien
αn ∪ β = 0.
Supposons maintenant que αn∪β = 0. Il existe alors une fonction continue c : Dn →
µ{q′} telle que pour toute paire (x, y) ∈ D2n, on a l’égalité
(a ∪ b)x,y = cx c
x
yc
−1
xy .
Montrons que (a ∪ b)σn,τ = 1. On a d’abord, d’après le calcul de a ∪ b dans le lemme
4.8,
cτcτ tc
−1
τ t+1 = (a ∪ b)τ,τ t = 1 ⇒ cτ t+1 = cτcτ t = · · · = c
t+1
τ ,
cτqncσnc
−1
τqnσn
= (a ∪ b)τqn ,σn = 1 ⇒ cσnτ = cτqnσn = cτqn cσn ,
car τ agit trivialement et σnτσ−n = τ q
n
. On calcule alors (a ∪ b)σn,τ ∈ µ{q′} :
(a ∪ b)σn,τ = cσn c
σn
τc
−1
σnτ = cσnc
qn
τ (cτqn cσn)
−1 = cσnc
qn
τ (c
qn
τ cσn)
−1 = 1.
On conclut que aσn(b) = 1, car on a (a ∪ b)σn,τ = aσn(b)q
n et µ{q′} est q-divisible. ⌣¨
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Ce lemme nous dit que l’on peut oublier l’accouplement plutôt artificiel
H1(Γn,M)× (G
ab)ϕ
n
q → H2(Dn, µ{q
′}) →֒ Q/Z,
et nous concentrer sur l’accouplement plus naturel
M × (Gab)ϕ
n
q → µ{q′} ⊂ k¯∗.
Lemme 4.10. Pour α ∈ H1(Γ1,M), a ∈ Z1(Γ1,M) représentant α et b ∈ Gab on a
aσn(b) = aσ
(
n−1∏
i=0
ϕiq(b)
)
,
pour tout n ∈ N.
Démonstration. C’est un calcul explicite :
aσn(b) =
n−1∏
i=0
( aσ
i
σ)(b) =
n−1∏
i=0
(σ
i
aσ( b
σ−i )) =
n−1∏
i=0
[aσ( b
σ−i )]q
i
=
n−1∏
i=0
aσ( b
σ−i qi) =
n−1∏
i=0
aσ(ϕ
i
q(b)) = aσ
(
n−1∏
i=0
ϕiq(b)
)
.
⌣¨
C’est ce dernier lemme qui nous permet d’introduire la q-norme dans les calculs et
de terminer la démonstration du théorème.
Fin de la preuve du théorème 4.5. Soit α ∈ H1(Γ1,M) correspondant à un élément non
ramifié. La proposition 4.7 nous dit alors que, pour tout n ∈ N, αn est orthogonal à
Gabq,n. Soit b ∈ G. On a alors de façon évidente que b¯ ∈ G
ab
q,nb
. Les lemmes 4.10 et 4.9
nous disent alors que aσ(Nq(b)) = aσnb (b¯) = 1.
En sens inverse, soit a ∈ Z1(Γ1,M) tel que aσ(Nq(b)) = 1 pour tout b ∈ G et soit α
la classe de a dans H1(Γ1,M). Soient n ∈ N, b ∈ Gabq,n et b ∈ G une préimage de b. Il
est facile de voir que nb divise n et alors, d’après le lemme 4.10, on a
aσn(b) = aσlnb (b) = aσ
(
lnb−1∏
i=0
ϕiq(b)
)
= aσ
(
nb−1∏
i=0
l∏
j=0
ϕjnb+iq (b)
)
=
aσ
(
nb−1∏
i=0
l∏
j=0
ϕiq(b)
)
= aσ
(
nb−1∏
i=0
ϕiq(b)
l
)
= aσ(Nq(b))
l = 1,
car on rappelle que ϕnbq (b) = b. Le lemme 4.9 nous dit alors que αn est orthogonal à b
pour l’accouplement (4.2.3) et la proposition 4.7 nous dit donc que α correspond à un
élément non ramifié.
Il suffit alors pour conclure de rappeler que Γk (resp. H1(k,M)) est canoniquement
isomorphe à Γ1 (resp. H1(Γ1,M)) et que σ est envoyé sur s (le q-Frobenius) par cet
isomorphisme. ⌣¨
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4.2.2 Une formulation plus pratique du théorème 4.5
On conclut cette section en donnant encore un accouplement qui rendra plus simples
quelques calculs que l’on se propose de faire plus tard et qui aidera peut-être le lecteur à
voir pourquoi on a la liberté de choisir le cocycle a représentant la classe α ∈ H1(k,M)
dans le théorème 4.5.
On a déjà remarqué qu’un cocycle a ∈ Z1(k,M) est uniquement défini par l’image du
Frobenius. De plus, il est facile de voir que tout élément de M peut être une telle image.
On a alors un isomorphisme M ∼−→ Z1(k,M) qui induit par composition un morphisme
surjectif M → H1(k,M).
Étudions le noyau de ce morphisme. Un cocycle a ∈ Z1(k,M) est cohomologue au
cocycle trivial si et seulement s’il existe c ∈M tel que
ax = c c
x −1 ∀ x ∈ Γk.
On voit alors qu’en particulier on doit avoir as = c cs −1. On en déduit que le noyau du
morphisme M → H1(k,M) est le sous-groupe N0 des éléments de la forme c cs −1 avec
c ∈M . On a alors un isomorphisme
M0 :=M/N0
∼
−→ H1(k,M).
En notant Nq(G) l’image de G dans Gab par l’application q-norme (qui n’a aucune raison
d’en être un sous-groupe), on voit que l’accouplement utilisé dans le théorème 4.5 revient
alors à l’accouplement
M0 ×Nq(G)→ µ{q
′},
induit par l’accouplement évident M × Gab → µ{q′} et que le groupe de Brauer non
ramifié algébrique correspond au noyau à gauche de cet accouplement. La liberté qu’on a
pour choisir un représentant a ∈M d’un élément a ∈ M0 pour faire cet accouplement-ci
explique la liberté de choix que l’on a dans le théorème 4.5.
Démontrons donc que cet accouplement est bien défini : il suffit de montrer que Nq(G)
est orthogonal àN0, ce qu’on fait en remarquant que l’on a trivialement Nq(G) ⊂ (Gab)ϕq
et en notant que l’on a :
Lemme 4.11. N0 est l’orthogonal de (Gab)ϕq pour l’accouplement
M ×Gab → µ{q′}.
Démonstration. Soit b ∈ Gab. Comme l’accouplement est parfait, on sait que l’on a les
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équivalences suivantes
b ⊥ N0 ⇔ ∀ c ∈M, (c c
s −1)(b) = 1
⇔ ∀ c ∈M, c(b)[( cs )(b)]−1 = 1
⇔ ∀ c ∈M, c(b) [s c( bs
−1
)]−1 = 1
⇔ ∀ c ∈M, c(b)c( bs
−1
)−q = 1
⇔ ∀ c ∈M, c(b bs
−1 −q) = 1
⇔ ∀ c ∈M, c(bϕq(b)
−1) = 1
⇔ bϕq(b)
−1 = 1
⇔ b ∈ (Gab)ϕq .
⌣¨
Puisque l’accouplement entre Gab et M est parfait, on peut déduire du lemme que
l’accouplement entre M0 et (Gab)ϕq l’est aussi. Le groupe de Brauer non ramifié algé-
brique correspond alors dans cette formulation au sous-groupe de M0 qui est orthogonal
à Nq(G), ce qui est la même chose que l’orthogonal du sous-groupe Nq(G) de (Gab)ϕq
engendré par Nq(G). On voit aussitôt que, avec cette formulation,
Proposition 4.12. Le groupe Brnr,alV est isomorphe à (Gab)ϕq/Nq(G) en tant que
groupe abélien.
Démonstration. En effet, il suffit de noter que (Gab)ϕq/Nq(G) correspond au dual de
l’orthogonal de Nq(G) pour l’accouplement parfait M0× (Gab)ϕq → µ{q′} et que ce der-
nier groupe est isomorphe au groupe Brnr,alV d’après le théorème 4.5. Ces trois groupes
sont donc isomorphes en tant que groupes abéliens. ⌣¨
En particulier, on a le corollaire suivant.
Corollaire 4.13. Soit G un k-groupe tel que (Gab)ϕq est engendré par les q-normes.
Alors on a Brnr,alV = 0 pour V = G\G′. ⌣¨
4.3 Une formule algébrique sur un corps de caractéristique 0
Dans toute cette section, k représente un corps de caractéristique 0. On retrouve ici
une formule pour le groupe Brnr,alV où V = G\G′ en nous ramenant au cas des corps
finis et en utilisant la formule développée dans la section précédente. Cette méthode a
déjà été utilisée par Colliot-Thélène et Kunyavski˘ı (cf. [CTK98]) dans le cas des espaces
homogènes principaux, i.e. lorsque G est trivial, et par Borovoi, Demarche et Harari (cf.
[BDH13]) dans le cas où G est connexe ou abélien (ou encore plus généralement de type
“ssumult”) et avec des groupes G′ plus généraux.
Notre formule sera d’une nature un peu différente car, dans les deux cas cités, il se
trouve que le groupe de Brauer non ramifié algébrique est toujours nul sur un corps
fini, ce qui rend les calculs beaucoup plus simples. Dans les sections qui suivent, on
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montrera qu’il n’en est pas du tout ainsi dans le cas où G est fini et non abélien. La
formule qu’on obtient ressemblera donc à celle que l’on a donnée pour les corps finis. Elle
s’appuie notamment sur l’accouplement naturelM×Gab → µn, où n est l’exposant de G.
On commence avec quelques définitions analogues à celles données dans la section
4.2. Dans toute cette section, n représente l’exposant du k-groupe fini G. On fixe aussi
désormais une racine primitive n-ième de l’unité ζn ∈ k¯.
Définition 4.14. On définit le morphisme q : Γk → (Z/nZ)∗ par la formule suivante :
∀ σ ∈ Γk, ζ
σ
n = ζ
q(σ)
n .
On définit ensuite, pour tout σ ∈ Γk, l’application ϕσ : G(k¯)→ G(k¯) par la formule
ϕσ(b) = b
σ−1 q(σ),
et on note abusivement ϕσ aussi l’application induite sur Gab(k¯) qui en est un automor-
phisme.
Enfin, pour σ ∈ Γk et b ∈ G, on définit nσ,b comme le plus petit entier > 0 tel que
ϕ
nσ,b
σ (b) soit conjugué à b. On définit alors l’application σ-norme Nσ : G(k¯) → Gab(k¯)
par la formule suivante :
Nσ(b) :=
nσ,b−1∏
i=0
ϕiσ(b) =
nσ,b−1∏
i=0
ϕiσ(b¯).
Avec ces définitions, on peut énoncer la formule pour Brnr,alV .
Théorème 4.15. Soit G un k-groupe fini plongé dans G′ semi-simple simplement connexe
et soit V = G\G′. Soit enfin M le groupe des caractères de G. En identifiant BralV avec
H1(k,M), le groupe de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV de V est donné par les
éléments α ∈ H1(k,M) tels que pour a ∈ Z1(k,M) un cocycle (quelconque) représentant
α, on a
aσ(Nσ(b)) = 1 ∀ b ∈ G, ∀ σ ∈ Γk. (4.3.1)
Remarque.
Il est important de noter que cette formule ne dépend que du stabilisateur G. En particu-
lier, elle ne dépend point du groupe ambiant G′ tant qu’il s’agit d’un groupe semi-simple
et simplement connexe. Cette remarque peut par ailleurs être généralisée à tout le groupe
de Brauer non ramifié BrnrV et pour un stabilisateur G quelconque, comme nous l’a fait
remarquer Colliot-Thélène (cf. [CT14]).
Ceci ne veut pas pourtant dire que toutes ces variétés aient des chances d’être bi-
rationnelles ou encore stablement birationnelles. En effet, il suffit de penser au cas où
G = {1} : il existe des exemples de groupes algébriques G′ semi-simples simplement
connexes rationnels, comme SLn, et d’autres dans la même famille (An) qui ne sont
même pas stablement rationnels (cf. [Mer95]).
D’un autre côté, le lemme sans nom (cf. [CTS07, Corollary 3.9]) nous dit par exemple
que lorsque le groupe ambiant G′ est SLn, alors les variétés quotient obtenues pour deux
plongements différents de G sont stablement birationnelles. Il serait intéressant de savoir
s’il en est de même pour d’autres groupes G′.
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4.3.1 Démonstration du théorème 4.15
Puisque la caractéristique de k est 0, le théorème d’Hironaka nous permet de trouver une
k-compactification lisse X de V que l’on fixe pour toute la suite. On rappelle que de la
même façon que l’on identifie BralV avec H1(k,M), on peut identifier Brnr,alV = BralX
avec H1(k,PicXk¯). Soit γ un sous-groupe fermé pro-cyclique de Γk. Il est évident par
fonctorialité de la restriction que si un élément α ∈ H1(k,M) provient de H1(k,PicXk¯),
alors son image dans H1(γ,M) provient de H1(γ,PicXk¯). Lorsqu’on considère tous les
sous-groupes pro-cycliques de Γk ensemble, on a l’affirmation réciproque au sens suivant.
Lemme 4.16. Soit G un k-groupe fini plongé dans G′ semi-simple simplement connexe
et soit V = G\G′. Soit X une k-compactification lisse de V . Soit enfin M le groupe
des caractères de G et α ∈ H1(k,M). Supposons que pour tout sous-groupe pro-cyclique
γ de Γk, l’image de α dans H1(γ,M) provient de H1(γ,PicXk¯). Alors α provient de
H1(k,PicXk¯).
Remarque.
Ce lemme nous dit en particulier que l’on a toujours l’inclusion X1cyc(k,M) ⊂ Brnr,alV .
Dans les sections qui suivent on montrera que cette inclusion peut en fait être stricte,
par opposition au cas des espaces homogènes à stabilisateur connexe ou abélien, cf.
[BDH13]. On généralise ainsi le résultat de Demarche dans [Dem10, §6], valable pour k
un corps de nombres.
Démonstration. Soit Div∞Xk¯ le sous-groupe de DivXk¯ des diviseurs à support dans le
complémentaire de V dans X. C’est un Γk-module de permutation. En effet, le complé-
mentaire de V étant un fermé strict de X, il contient un nombre fini de diviseurs que le
groupe Γk permute, a priori, de façon non triviale.
Puisque Xk¯ et Vk¯ sont des variétés intègres et lisses, on a la suite exacte classique
(cf. par exemple [Har77, Chapter II, 6.5 et 6.16])
Div∞Xk¯ → PicXk¯ → PicVk¯ → 0.
En ajoutant un 0 à gauche de cette suite, il se trouve qu’elle est en fait aussi exacte à
gauche. En effet, soit D ∈ Div∞Xk¯ tel que son image dans PicXk¯ est nulle. Il existe
alors une fonction f ∈ k¯(X) telle que div(f) = D, où div est l’application diviseur
k¯(X)→ DivXk¯. Comme D est à support dans Xk¯rVk¯, on a que f est inversible sur Vk¯,
i.e. f ∈ k¯[V ]∗ = k¯∗ (cf. le début de la section 4). Donc f est une constante et D = 0, ce
qui montre l’injectivité.
De cette suite on déduit la suite exacte longue suivante :
· · · → H1(Γk,Div∞Xk¯)→ H
1(Γk,PicXk¯)→ H
1(Γk,PicVk¯)→ H
2(Γk,Div∞Xk¯)→ · · · .
Or, Div∞Xk¯ étant un module de permutation, on a H1(Γk,Div∞Xk¯) = 0. En effet, en
utilisant le lemme de Shapiro on peut se restreindre à démontrer que H1(Hi,Z) = 0 pour
certains sous-groupes ouverts Hi de Γk, ce qui est évident, car Γk (et par conséquent,
Hi) est un groupe profini et Z est sans torsion. La suite devient alors
0→ H1(k,PicXk¯)→ H
1(k,M)→ H2(k,Div∞Xk¯).
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Pour tout sous-groupe fermé pro-cyclique γ de Γk on peut considérer alors les applica-
tions de restriction et obtenir le diagramme commutatif à lignes exactes suivant :
0 // H1(k,PicXk¯) //

H1(k,M) //

H2(k,Div∞Xk¯)

0 // H1(γ,PicXk¯) // H
1(γ,M) //H2(γ,Div∞Xk¯).
Avec ce diagramme, on voit que l’affirmation du lemme découle de la nullité du groupe
X
2
cyc(k,Div∞Xk¯) qui est défini comme le sous-groupe de H
2(k,Div∞Xk¯) des éléments
dont la restriction à tout sous-groupe pro-cyclique de Γk est triviale. En effet, si l’image
de α provient de H1(γ,PicXk¯) pour tout γ, alors son image dans H2(γ,Div∞Xk¯) est
nulle pour tout γ, ce qui nous dit que l’image de α dans H2(k,Div∞Xk¯) est en fait dans
X
2
cyc(k,Div∞Xk¯) et est donc nulle, ce qui nous dit que α provient de H
1(k,PicXk¯).
Montrons donc que X2cyc(k,Div∞Xk¯) = 0. Puisque Div∞Xk¯ est un module de per-
mutation, on sait (toujours d’après le lemme de Shapiro) qu’il existe des sous-groupes
ouverts Hi de Γk tel que l’on a
H2(k,Div∞Xk¯) ∼=
⊕
i
H2(Hi,Z) ∼=
⊕
i
H1(Hi,Q/Z) =
⊕
i
Hom(Hi,Q/Z).
Si l’on considère alors un morphisme non trivial φ dans H1(Hi,Q/Z) et un élément
σ ∈ Hi tel que son image par φ soit non nulle, on voit que la restriction de φ au
sous-groupe fermé pro-cyclique engendré par σ est non nulle. La compatibilité de la
restriction avec les suites exactes longues et avec l’isomorphisme de Shapiro nous dit
alors que pour tout élément non nul β de H2(k,Div∞Xk¯) il existe un sous-groupe fermé
pro-cyclique γ de Γk tel que la restriction de β à γ est non nulle, ce qui entraîne la nullité
de X2cyc(k,Div∞Xk¯). ⌣¨
Soient maintenant α ∈ H1(k,M), σ ∈ Γk et γ le sous-groupe fermé pro-cyclique
engendré par σ. Compte tenu de ce lemme, on voit facilement que pour démontrer le
théorème 4.15 il suffit de démontrer la proposition suivante :
Proposition 4.17. Avec les notations ci-dessus, la restriction α′ ∈ H1(γ,M) de α
provient de H1(γ,PicXk¯) si et seulement si, pour a ∈ Z
1(k,M) un cocycle représentant
α, on a
aσ(Nσ(b)) = 1 ∀ b ∈ G.
En effet, on peut voir que la restriction α′ est clairement représentée par le cocycle
a|γ ∈ Z1(γ,M) et donc aσ n’est rien d’autre que (a|γ)σ. La démarche consistera alors à
trouver un corps fini F tel que l’on puisse regarder G et M comme des F-groupes dont
l’action du Frobenius coïncide avec celle de σ. On aura alors des morphismes canoniques
H1(γ,M) → H1(F,M) et H1(γ,PicXk¯)
∼
−→ H1(F,PicXF¯) et des égalités ϕq0 = ϕσ et
Nq0 = Nσ, où q0 est le cardinal de F. Le résultat découlera alors du théorème 4.5.
Pour ce faire, on suit la démarche de Colliot-Thélène et Kunyavski˘ı, laquelle est
explicitée en détails dans l’article de Borovoi, Demarche et Harari et que l’on reproduit
ici (étapes 1 et 2).
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Étape 1 : Restriction au cas où k est de type fini sur Q Soit k˜ une extension
finie galoisienne de k déployant PicXk¯ et contenant ζn et posons Γ˜ = Gal(k˜/k). Puisque
V est clairement k-unirationnelle, le groupe PicXk¯ est sans torsion (cf. par exemple
le théorème A.1 dans l’appendice) et donc égal à son groupe de Néron-Severi NSXk¯.
De plus, puisque le groupe (profini) de Galois de k˜ agit trivialement sur PicXk¯, on a
que H1(k˜,PicXk¯) = 0, ce qui entraîne que H1(k,PicXk¯) = H1(Γ˜,PicXk¯) par la suite
de restriction-inflation. Si l’on note γ˜ l’image de γ dans Γ˜, on voit que l’on a aussi
H1(γ,PicXk¯) = H
1(γ˜,PicXk¯).
Écrivons k˜ = k[t]/P (t) pour un certain polynôme irréductible P ∈ k[t]. Comme
tous les morphismes considérés sont de type fini, on sait qu’il existe un corps k0 ⊂ k
de type fini sur Q sur lequel G,G′, V,X et les plongements G →֒ G′ et V →֒ X sont
définis. De plus, on peut supposer que X admet un k0-point : l’image de l’élément neutre
e ∈ G′ par la projection G′ → V (le groupe G′, et en particulier e, sont définis sur un
corps de nombres). Enfin, quitte à agrandir k0, on peut supposer que P ∈ k0[t] et que
k˜0 := k0[t]/P (t) est une extension galoisienne qui déploie PicXk¯. En effet, si a est une
racine de P telle que k˜ = k[a] et k˜0 = k0[a] et si a1 est un conjugué de a, alors on a
a1 = P1(a) pour un certain polynôme P1 ∈ k[t], car a1 ∈ k˜ = k[a]. Il suffit alors de
demander que k0 contienne les coefficients de P1 pour tout conjugué a1 de a pour que
k˜0/k0 soit galoisienne. Le fait qu’elle déploie PicXk¯0 est évident. Avec ces suppositions,
on a un isomorphisme canonique entre Γ˜ et Gal(k˜0/k0) et des isomorphismes
PicXk˜0
∼
−→ PicXk¯0
∼
−→ PicXk¯
∼
←− PicXk˜.
En effet, les isomorphismes à gauche et à droite découlent du lemme 6.3 de [San81], tandis
que celui du milieu découle de l’invariance du groupe de Néron-Severi par changement
de base algébriquement clos, cf. [MP12, Proposition 3.1] (cf. aussi le théorème A.1 dans
l’appendice). On trouve alors finalement l’isomorphisme
H1(Gal(k˜0/k0),PicXk˜0)
∼
−→ H1(Γ˜,PicXk˜),
ce qui nous dit que l’on peut supposer k = k0 et k˜ = k˜0.
Étape 2 : Réduction au cas d’un corps fini Puisque maintenant k est de type fini
sur Q, on sait que l’on peut trouver :
1. Un anneau intègre et régulier A de type fini sur Z et de corps de fractions k, tel
que la fermeture intégrale A˜ dans k˜ soit finie, étale et galoisienne sur A de groupe
de Galois Γ˜.
2. Des A-schémas G, G ′, V et X de type fini, de fibres génériques respectives G, G′,
V et X et tels que :
• G ′ est un A-schéma en groupes semi-simple simplement connexe (au sens de
[SGA70b, XIX.2.7, XXII.4.3.3]) et G est un sous-A-schéma en groupes fini et
lisse de G ′ ;
24
• V = G\G ′ est lisse sur A, X est propre et lisse sur A et on a une A-immersion
ouverte V →֒ X étendant V →֒ X ;
• pour tout point x de SpecA de corps résiduel κx, la fibre Xx ⊂ X est une
compactification lisse de Vx ⊂ V sur κx.
En notant que X est unirationnelle et que k est un corps de caractéristique 0, on a
H1(X,OX) = H2(X,OX) = 0. Alors, comme la dimension des groupes de cohomologie
est une fonction semi-continue supérieurement (cf. [Har77, III, Theorem 12.8]), on peut
supposer, quitte à restreindre encore SpecA, que H1(Xx,OXx) = H2(Xx,OXx) = 0 pour
tout point x de SpecA. Alors, d’après [Gro62, Cor. 2.7], on trouve des isomorphismes
de spécialisation
PicX
∼
−→ PicXx,
pour tout point x ∈ SpecA. De même, quitte à réduire encore SpecA, on trouve des
isomorphismes
PicXk˜
∼
−→ Pic X˜x˜
pour tout point x˜ ∈ Spec A˜, où X˜ = X ×A A˜, et on en a de même pour tout sous-anneau
A˜∆ de A˜ correspondant aux éléments invariants par un sous-groupe ∆ de Γ˜ (il suffit de
considérer toute la situation sur le sous-corps k˜∆ ⊂ k˜ des invariants par ∆). De cela on
déduit que ces isomorphismes sont d’ailleurs compatibles avec les actions galoisiennes
correspondantes.
Si l’on considère alors le sous-anneau A1 := A˜γ˜ des éléments γ˜-invariants (ou σ-
invariants) de A˜, on a que le morphisme ρ : Spec A˜→ SpecA1 est un revêtement étale
cyclique de groupe de Galois γ˜ avec A˜ et A1 des anneaux intègres, réguliers et de type
fini sur Z. La version géométrique du théorème de Čebotarev (cf. [Ser65, Theorem 7])
nous dit alors qu’il existe une infinité de points fermés x1 de SpecA1 tels que la fibre
en x1 de ρ soit un point fermé x˜ de Spec A˜. Ceci veut dire que si l’on note F le corps
résiduel en x1 et E le corps résiduel en x˜, on a une extension de corps résiduels E/F de
groupe de Galois γ˜ et par suite, en notant X1 = X ×A A1 et Y la F-variété (X1)x1, un
isomorphisme
H1(γ˜,PicXk˜)
∼
−→ H1(γ˜,PicYE).
De plus, toujours d’après le lemme 6.3 de [San81], on a que PicYE ∼= PicYF¯ car Pic YF¯
est déployé sur E d’après la compatibilité des actions galoisiennes évoquée ci-dessus.
Pour résumer, on a les isomorphismes suivants :
H1(γ,PicXk¯) ∼= H
1(γ˜,PicXk¯) ∼= H
1(γ˜,PicXk˜)
∼= H1(γ˜,PicYE) ∼= H
1(γ˜,PicYF¯) ∼= H
1(γ,PicYF¯).
En particulier, on a le diagramme commutatif suivant :
H1(γ,PicXk¯)
  //
∼

H1(γ,M)
H1(γ,PicYF¯)
  // H1(γ,M)
(4.3.2)
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où M = M(k¯) = M(F¯) représente le groupe des caractères (géométriques) de G (ou
encore G, Gx1). On rappelle que, puisque G est fini (donc a fortiori M aussi), les points
géométriques de M sont invariants par changement de base. L’action de γ sur M(k¯) et
sur M(F¯) étant induite par celle sur PicXk¯ et sur PicXF¯ respectivement, on voit qu’il
s’agit bien de la même action.
Considérons le morphisme surjectif f : ΓF → γ induit par l’extension E/F qui envoie
le Frobenius s sur σ (c’est un isomorphisme dès que l’ordre de σ n’est pas fini). Cela
nous donne des morphismes canoniques d’inflation
H1(γ,M) →֒ H1(F,M) et H1(γ,PicYF¯)
∼
−→ H1(F,PicYF¯) = BralY,
où l’action de ΓF sur M correspond bien entendu à celle induite par f (il en va de
même par ailleurs pour l’action sur G(k¯) = Gx1(F¯)). La première flèche est injective (car
d’inflation) et la deuxième flèche est un isomorphisme d’après la suite de restriction-
inflation car on a déjà vu que Pic YF¯ est sans torsion et déployé par E. En mettant
ensemble ces morphismes avec le diagramme (4.3.2) on obtient le diagramme commutatif
H1(γ,PicXk¯)
  //
∼

H1(γ,M)
 _

H1(F,PicYF¯)
  // H1(F,M)
(4.3.3)
Enfin, puisque Y est une compactification lisse d’un F-espace homogène sous G ′x1 à
stabilisateur fini Gx1 et que l’on peut toujours choisir x1 de façon que l’ordre de Gx1 soit
premier au cardinal de F, on a enfin le droit d’utiliser le théorème 4.5.
Étape 3 : Fin de la preuve, utilisation du théorème 4.5 Reprenons alors un
élément α ∈ H1(k,M), a ∈ Z1(k,M) représentant α, σ ∈ Γk et γ le sous-groupe pro-
cyclique de Γk engendré par σ comme dans la proposition 4.17. D’après le diagramme
commutatif (4.3.3), la restriction α′ de α dans H1(γ,M) provient de H1(γ,PicXk¯) si et
seulement si son image α˜ ∈ H1(F,M) provient de H1(F,PicYF¯) = BralY . Considérons
les cocycles a′ = a|γ et a˜ = a′ ◦ f , qui représentent respectivement α′ et α˜. On voit alors
grâce au théorème 4.5 que α˜ provient de H1(F,PicYF¯) si et seulement si
a˜s(Nq0(b)) = 1 ∀ b ∈ G,
où q0 est le cardinal de F. Or, on a clairement
a˜s(Nq0(b)) = a
′
σ(Nq0(b)) = aσ(Nq0(b)),
d’où l’on voit qu’il suffit de démontrer que Nq0 = Nσ pour conclure.
D’après la définition de Nq0 et de Nσ, il suffit en fait de démontrer l’égalité ϕq0 = ϕσ.
Et d’après la définition de ces applications, tout ce qu’il faut démontrer est que
q(σ) ≡ q0 mod n, ou encore ζq0n = ζ
q(σ)
n ,
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où l’on rappelle que n est l’exposant de G. Or, cela est vrai de façon évidente, car σ agit
sur µn de la même façon que le Frobenius de F (on rappelle que µn ⊂ k˜ par hypothèse),
lequel envoie ζn en ζq0n par définition, d’où
ζq(σ)n = ζ
σ
n = ζ
s
n = ζ
q0
n .
Ceci conclut donc la démonstration de la proposition 4.17 et par conséquent celle du
théorème 4.15.
4.3.2 Applications et simplifications du théorème 4.15
La formule, telle qu’elle est donnée dans le théorème 4.15, n’est pas pratique pour faire
des calculs. En effet, il suffit de noter tout simplement que Γk est en général un groupe
infini. Or, il se trouve que, comme on pourrait s’y attendre, il suffit de se restreindre à
un quotient de Γk donné par une extension finie bien précise. Le résultat est le suivant :
Proposition 4.18. Sous les mêmes hypothèses que le théorème 4.15, soient L ⊃ k une
extension finie galoisienne de k déployant G, n = exp(G) et ζn ∈ k¯ une racine primitive
n-ième de l’unité. Alors, pour tout élément σ ∈ ΓL(ζn) ⊂ Γk et pour tout b ∈ G on a
Nσ(b) = b¯.
En particulier, un cocycle a ∈ Z1(k,M) vérifiant l’égalité (4.3.1) est forcément trivial
sur ΓL(ζn).
Démonstration. Soit σ ∈ ΓL(ζn), alors il est évident que σ fixe ζn, ce qui nous dit que
q(σ) = 1. De plus, puisque L déploie G, σ agit de façon triviale sur G(k¯). On a alors
que ϕσ se réduit à l’identité et alors Nσ correspond à la projection G→ Gab.
On voit alors que pour un cocycle a ∈ Z1(k,M) vérifiant l’égalité (4.3.1), on a
aσ(b) = 1 pour tout b ∈ Gab, ce qui nous dit que aσ = 1. ⌣¨
De cette proposition et du théorème 4.15 on déduit aussitôt que
Corollaire 4.19. Sous les mêmes hypothèses que le théorème 4.15, on a
Brnr,alV ⊂ H
1(L(ζn)/k,M).
⌣¨
Ce corollaire nous dit que le groupe de Brauer est au moins calculable en temps fini.
Remarque.
Avec le but de réduire le temps de ces calculs (en particulier pour pouvoir les faire à la
main), il est possible de démontrer que sous les mêmes hypothèses du théorème, pour
σ, τ ∈ Γk, on a
aσ(Nσ(b)) = aτ (Nτ (b)) = 1 ∀ b ∈ G ⇒ aστ (Nστ (b)) = 1 ∀ b ∈ G,
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dès que ces deux éléments commutent entre eux et que leur produit n’est pas d’ordre
fini.3 De là on déduit par exemple que, lorsque L(ζn)/k est une extension abélienne,
il suffit de vérifier la propriété (4.3.1) pour une famille de générateurs de ΓL(ζn)/k. On
fera attention par contre au fait qu’il n’est pas vrai en général que, pour σ, τ ∈ Γk quel-
conques on ait cette propriété. En particulier, on ne peut pas restreindre les calculs à
un sous-ensemble engendrant ΓL(ζn)/k lorsque ce groupe n’est pas abélien.
Pour terminer cette section, on remarque que les calculs que l’on a faits à la fin de
la section précédente sont tout à fait applicables aux applications ϕσ et Nσ. En effet,
notons toujours γ le sous-groupe pro-cyclique engendré par σ ∈ Γk et soit
Mσ := {c ∈M : ∃a ∈ Z
1(γ,M), aσ = c}.
(Ce groupe coïncide avec M tout entier lorsque l’ordre de σ est infini). Il est facile alors
de voir que l’on a une application surjective Mσ → H1(γ,M) dont le noyau correspond
aux éléments de la forme c cσ −1 avec c ∈ M . On peut montrer tout aussi facilement
que ce noyau est l’orthogonal de (Gab)ϕσ (cf. le lemme 4.11) et en particulier que, si
l’on note Nσ(G) le sous-groupe de (Gab)ϕσ engendré par l’image de Nσ, alors le groupe
H1(γ,PicXk¯) est isomorphe à (Gab)ϕσ/Nσ (cf. la proposition 4.12). On obtient alors les
corollaires suivants du théorème 4.15.
Corollaire 4.20. Soit G un k-groupe et L ⊃ k une extension déployant G telle que
L(ζn)/k est une extension cyclique (un tel corps L existe par exemple lorsque G est un
p-groupe constant avec p impair ou bien lorsque k = R). Alors Brnr,alV ∼= (Gab)ϕσ/Nσ,
où σ est le générateur du groupe ΓL(ζn)/k. ⌣¨
Corollaire 4.21. Soit G un k-groupe tel que (Gab)ϕσ est engendré par les σ-normes
pour tout σ ∈ Γk et soit V = G\G′ avec G′ semi-simple simplement connexe. Alors
Brnr,alV = X
1
cyc(k,M).
On rappelle que X1cyc(k,M) est le sous-groupe de H
1(k,M) des éléments dont la
restriction à H1(γ,M) est nulle pour tout sous-groupe fermé pro-cyclique γ de Γk. On
voit rapidement alors du lemme 4.16 que l’on a toujours X1cyc(k,M) ⊂ Brnr,alV . En
effet, on sait que Brnr,alV = H1(k,PicXk¯) et il est évident que, pour α ∈ X1cyc(k,M),
on a que son image dans H1(γ,M) provient de H1(γ,PicXk¯) car elle est nulle.
Démonstration. En effet, un tel groupe G vérifie que H1(γ,PicXk¯) = 0 pour tout sous-
groupe pro-cyclique de Γk. Le lemme 4.16 nous permet alors de conclure. ⌣¨
4.4 Une formule cohomologique sur un corps local
La version du théorème 3.1 pour un corps de nombres k, mise au point par Harari dans
[Har94], nous dit que pour comprendre le groupe de Brauer non ramifié d’une k-variété
3Le théorème d’Artin-Schreier nous dit par ailleurs que, à conjugaison près, il y a au plus un seul
élément d’ordre fini dans Γk dont l’ordre est 2 et qui correspondrait à une “conjugaison complexe”.
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V , il faut comprendre comment le groupe de Brauer se comporte par rapport aux points
locaux. Il est alors intéressant de se demander, pour une variété V définie sur un corps
local, quelle est la dépendance du groupe BrnrV vis-à-vis de ses points.
La proposition 4.2 nous a permis de comprendre ce comportement à partir de la
cohomologie galoisienne des k-groupes G, Gab et M dans le cas où V est un espace
homogène à stabilisateur fini, bien que seulement pour la partie algébrique de Br V . Soit
donc K un corps local de caractéristique 0, i.e. une extension finie de Qp. On peut alors
essayer d’obtenir une description du “comportement cohomologique” des éléments du
groupe Brnr,alV pour une K-variété V à partir de la formule développée dans la section
précédente. Ainsi, toujours grâce à la proposition 4.2, on aura une description de la
dépendance du groupe Brnr,alV vis-à-vis des K-points de V .
On dira qu’un K-groupe fini G est non ramifié s’il est déployé par une extension non
ramifiée de K. On a alors le résultat suivant :
Théorème 4.22. Soit G un K-groupe fini non ramifié d’ordre premier à la caractéris-
tique résiduelle, plongé dans G′ semi-simple simplement connexe et soit V = G\G′. Alors
α ∈ BralV appartient à Brnr,alV si et seulement s’il existe une préimage α1 ∈ Br1V de α
telle que, pour toute extension finie non ramifiée K ′ de K, l’application V (K ′)→ BrK ′
induite par α1 est nulle.
Or, comme on vient de l’avancer, la proposition 4.2 nous dit que ce résultat est
équivalent au résultat suivant.
Proposition 4.23. Soit G un K-groupe fini non ramifié d’ordre premier à la caractéris-
tique résiduelle, plongé dans G′ semi-simple simplement connexe et soit V = G\G′. Soit
M le groupe des caractères de G. En identifiant alors BralV avec H1(K,M), le groupe de
Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV de V est donné par les éléments α ∈ H1(K,M)
vérifiant la propriété suivante.
Propriété (*) : Pour toute extension finie non ramifiée K ′ de K, l’image α′ de α
dans H1(K ′,M) est orthogonale au sous-ensemble Im[H1(K ′, G)→ H1(K ′, Gab)].
Remarque.
Des résultats semblables peuvent être retrouvés dans le cas des corps locaux de carac-
téristique positive via le théorème 4.1 à l’aide du théorème A.2 donné en appendice,
moyennant l’existence d’une certaine compactification lisse X de V .
Démonstration. Soit α ∈ BralV = H1(K,M). Il s’agit de montrer que α ∈ Brnr,alV si et
seulement si cette classe vérifie la propriété (*). Il y a deux cas possibles :
Cas 1 : α 6∈ H1nr(K,M)
Soit L/K une extension finie non ramifiée déployant G et soit n = exp(G). Le corollaire
4.19 nous dit que l’on a Brnr,alV ⊂ H1(L(ζn)/K,M). Or, comme le cardinal de G est
premier à p, on sait que l’extension L(ζn)/K est non ramifiée, donc on a en particulier
que Brnr,alV ⊂ H1nr(K,M).
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Si alors α 6∈ H1nr(K,M), d’après ce qui précède, on a que α 6∈ Brnr,alV et il faut alors
démontrer que α ne vérifie pas la propriété (*). Or, puisque H1nr(K,M)
⊥ = H1nr(K,G
ab)
pour la dualité locale, on voit immédiatement qu’il existe β ∈ H1nr(K,G
ab) tel que
α ∪ β 6= 0. D’autre part, en remarquant que les ensembles H1nr sont isomorphes aux
ensembles de cohomologie sur le corps résiduel de K et qu’un tel corps est de dimension
cohomologique 1, il est facile de voir que l’application H1nr(K,G) → H
1
nr(K,G
ab) est
surjective (cf. par exemple [Ser02, III, §2.4 Corollary 2]), d’où l’on tire que α n’est pas
orthogonal à Im[H1(K,G)→ H1(K,Gab)].
Cas 2 : α ∈ H1nr(K,M)
Pour traiter ce cas on rappelle que, de même que pour les corps locaux de caractéristique
p dans la section 4.2, le sous-groupe de ramification sauvage S ⊂ ΓK ne joue pas de
rôle dans la cohomologie galoisienne des groupes G, Gab et M puisque leur ordre est
premier à p et S est un pro-p-groupe. Autrement dit, si l’on pose D = ΓK/S, on a
H1(K,G) = H1(D,G). De plus, d’après [NSW08, Theorem 7.5.3], on sait que D est un
groupe profini à deux générateurs σ, τ avec la seule relation στσ−1 = τ q0, où q0 est le
cardinal du corps résiduel de K. On sait aussi que l’on a une suite exacte
1→ T → D → Γ1 → 1,
où T est le sous-groupe profini engendŕe par τ et correspond au groupe de ramification
modérée, tandis que Γ1 correspond au groupe de Galois de l’extension non ramifiée
maximale Knr/K ainsi qu’au groupe de Galois absolu du corps résiduel de K. Il est
engendré par l’image de σ, laquelle correspond au q0-Frobenius sur le corps résiduel
et que l’on note toujours σ par abus. De même, si l’on note Dm le sous-groupe fermé
d’indice m de D engendré par σm et τ , et aussi Γm le quotient Dm/T , on voit que l’on
a les égalités
H1(Km, G) = H
1(Dm, G) et H1nr(Km, G) = H
1(Γm, G),
où Km est la seule extension non ramifié de K de degré m. Il est par ailleurs évident
qu’il en va de même pour M et Gab.
Lemme 4.24. Il existe, pour tout m ≥ 1, un accouplement parfait
H1(Γm,M)× Hom(T,G
ab)Γm → H2(Km, µn) →֒ Q/Z,
induit par la dualité locale. De plus, un élément α ∈ H1nr(K,M) = H
1(Γ1,M) ⊂
H1(K,M) vérifie la propriété (*) si et seulement si, pour tout m ≥ 1, son image αm
dans H1(Km,M) est orthogonale à Im[H1(Dm, G)→ Hom(T,Gab)Γm ].
Démonstration. On rappelle que la suite des premiers termes issue de la suite spectrale
de Hochschild-Serre pour ce quotient est la suivante :
1→ H1(Γm, G
ab)→ H1(Dm, G
ab)→ Hom(T,Gab)Γm → 1.
30
En effet, H1(T,Gab) = Hom(T,Gab) et on sait que H2(Γm,M) (qui correspondrait au
quatrième terme de la suite à 5 termes) est nul car la dimension cohomologique de
Γm ∼= Zˆ est 1. L’égalité H1nr(Km,M) = H
1
nr(Km, G
ab)⊥ pour la dualité locale nous dit
alors que l’on a l’accouplement parfait induit par la dualité locale
H1(Γm,M)× Hom(T,G
ab)Γm → H2(Km, µn) →֒ Q/Z,
et il est évident, par la compatibilité de ces deux accouplements, que αm ∈ H1(Γm,M)
est orthogonale à Im[H1(Km, G)→ H1(Km, Gab)] pour la dualité locale si et seulement
s’il est orthogonale à Im[H1(Dm, G) → Hom(T,Gab)Γm ] pour l’accouplement ci-dessus.
La deuxième affirmation du lemme en découle car les Km correspondent à toutes les
extensions non ramifiées de K. ⌣¨
On remarque maintenant que l’application q : ΓK → Z/nZ se factorise par Γ1, ce
qui nous dit que q(σ) a bien un sens. De plus, puisque σ agit précisément comme le
q0-Frobenius, il est facile de voir que l’on a q(σ) = q0, d’où l’on se permet de noter
tout simplement q au lieu de q0 ou de q(σ), pour ne pas alourdir les notations. Il est
par ailleurs évident aussi que l’on a q(σm) = qm et on fait donc le même raccourci de
notation. Ceci nous permet de faire l’analogue de ce qu’on a fait dans le cas des corps
finis. En effet, l’application ϕσ n’est alors rien d’autre que l’application ϕq utilisée dans
le cas des corps finis et de même on aura ϕσm = ϕmq et Nσ = Nq.
Cela étant dit, on peut rappeler la définition d’un élément (q,m)-relevable (définition
4.6) : c’est un élément b ∈ Gab tel qu’il existe b ∈ G relevant b et tel que ϕmq (b) soit
conjugué à b. Puisque ceci entraîne en particulier que ϕmq (b) = b, on note (G
ab)ϕ
m
q le
sous-groupe de Gab(K¯) des éléments invariants par ϕmq et G
ab
q,m ⊂ (G
ab)ϕ
m
q l’ensemble
des éléments (q,m)-relevables.
De même que dans le cas des corps finis (cf. section 4.2), on a un isomorphisme évident
Hom(T,Gab)
∼
−→ Gab(K¯) qui à un morphisme lui associe l’image de τ . Ce morphisme
identifie Hom(T,Gab)Γm avec (Gab)ϕ
m
q . Aussi, en suivant la preuve de la proposition 4.7,
on voit que l’image de H1(Dm, G) dans Hom(T,Gab)Γm est identifiée avec Gabq,m. Puis, les
calculs faits dans les lemmes 4.8 et 4.9 nous disent que, pour tout m, l’orthogonalité de
αm avec Im[H1(Dm, G) → Hom(T,Gab)Γm ] est équivalente avec l’orthogonalité de aσm
avec Gabq,m, où a est un cocycle représentant α.
Tout cela étant dit, on peut enfin terminer la démonstration de la proposition 4.23.
Dans un premier temps, si α ∈ H1nr(K,M) vérifie la propriété (*), on sait d’après les
lemmes 4.24, 4.10 et ce qui précède, que pour un cocycle a représentant α on a
aσm(b) = aσ
(
m−1∏
i=0
ϕiq(b)
)
= 1,
pour tout b ∈ Gabq,m et tout m ∈ N. En particulier, on a aσ(Nq(b)) = 1 pour tout b ∈ G,
ce qui suffit pour établir que α ∈ Brnr,alV d’après la remarque après le corollaire 4.19.
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Dans le sens inverse, si α ∈ Brnr,alV est représenté par a ∈ Z1(Γ1,M), on a
aσ(Nq(b)) = 1 pour tout b ∈ G. Soient m ∈ N, b ∈ Gabq,m et b ∈ G une préimage
de b. Il est facile de voir que nσ,b divise m et alors, d’après le lemme 4.10, on a
aσm(b) = aσlnσ,b (b) = aσ

lnσ,b−1∏
i=0
ϕiq(b)

 = aσ
(nσ,b−1∏
i=0
l∏
j=0
ϕ
jnσ,b+i
q (b)
)
=
aσ
(nσ,b−1∏
i=0
l∏
j=0
ϕiq(b)
)
= aσ
(nσ,b−1∏
i=0
ϕiq(b)
l
)
= aσ(Nq(b))
l = 1,
car on rappelle que ϕnσ,bq (b) = ϕ
nσ,b
σ (b) = b. Le lemme 4.9 nous dit alors que αm
est orthogonal à tout b ∈ Gabq,m ∼= Hom(T,G
ab)Γm, d’où l’orthogonalité de αm avec
Im[H1(Km, G)→ H1(Km, Gab)] via le lemme 4.24. ⌣¨
Remarque.
Il est bien nécessaire de considérer les extensions non ramifiées de K et non seule-
ment K tout seul. En effet, demander seulement l’orthogonalité de α ∈ H1(K,M) avec
Im[H1(K,G) → H1(K,Gab)] revient à demander seulement l’orthogonalité de aσ avec
Gabq,1, alors que l’ensemble Nσ(G) ⊂ (G
ab)ϕq est à priori beaucoup plus grand : pour
un élément b ∈ G tel que ϕmq (b) est conjugué à b, on ne sait pas à priori si le produit
b0 :=
∏m−1
i=0 ϕ
i
q(b) est tel que ϕq(b0) est conjugué à b0, d’où le fait que la σ-norme de b
n’a aucune raison à priori d’être (q, 1)-relevable.
Si l’on peut objecter que le fait d’avoir Nσ(G) ) Gabq,1 n’entraîne pas pour autant
que les groupes qu’ils engendrent soient différents, il suffit de remarquer que l’on peut
construire des exemples explicites (comme ceux donnés dans la proposition 5.11) où le
groupe engendré par Nσ(G) est strictement plus grand que celui engendré par Gabq,1.
Pour finir, on donne un corollaire de la proposition 4.23 dans le cas abélien.
Corollaire 4.25. Soit G un K-groupe fini abélien non ramifié, d’ordre premier à la
caractéristique résiduelle, plongé dans G′ semi-simple simplement connexe et soit V =
G\G′. Alors le groupe de Brauer non ramifié algébrique Brnr,alV de V est trivial.
Démonstration. Puisque dans ce cas G = Gab, il est évident que Im[H1(K,G) →
H1(K,Gab)] correspond au groupe H1(K,G) tout entier. Ainsi, on voit qu’un élément
α ∈ Brnr,alV ⊂ H1(K,M) doit être orthogonal à tout le groupe H1(K,G). L’accouple-
ment étant parfait, on voit que α doit être nul. ⌣¨
Remarque.
Ce résultat n’est pas, à notre connaissance, facile à démontrer avec ce qui était déjà
connu dans le cas abélien. En effet, vue la preuve de la proposition 4.23, on peut se
rendre compte qu’un élément clé de cette démonstration est le corollaire 4.19, lequel nous
permet de déduire l’inclusion Brnr,alV ⊂ H1nr(K,M). Une fois cette inclusion admise, le
résultat découle facilement de l’égalité (déjà connue) Brnr,alV = X1cyc(K,M), mais on
ne voit pas une voie “facile” pour démontrer cette inclusion, même dans le cas abélien.
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5 Application des résultats
5.1 Calcul explicite de certains Brnr,al
Il s’agit dans cette section de calculer explicitement quelques groupes de Brauer non
ramifiés algébriques pour montrer l’utilité des formules développées dans les sections
précédentes.
Tant sur un corps fini que sur un corps de caractéristique 0, il est intéressant de
comprendre quand deux espaces homogènes a priori différents en leur structure peuvent
avoir un même groupe de Brauer non ramifié algébrique. On a déjà remarqué au début
de la section 4 que ce groupe ne dépend que du stabilisateur, mais on peut aller encore
un peu plus loin. En effet, on peut imaginer des espaces homogènes qui, vis-à-vis de
notre formule, se comportent de la même façon tout en étant essentiellement différents.
La définition qui suit va donc dans ce sens.
Pour un k-groupe fini G avec k un corps quelconque, on peut considérer le morphisme
κG : Γk → Out (G(k¯)) induit par sa structure sous-jacente de Γk-groupe, où l’on rappelle
que Out (G(k¯)) := Aut (G(k¯))/Int (G(k¯)) est le groupe des automorphismes extérieurs
de G(k¯). Si l’on a un deuxième k-groupe H et un k¯-isomorphisme f : Gk¯ → Hk¯, il induit
les isomorphismes de groupes abstraits
f1 : G(k¯)
∼
−→ H(k¯),
f2 : Aut (G(k¯))
∼
−→ Aut (H(k¯)) : φ 7→ f1 ◦ φ ◦ f
−1
1 ,
f3 : Out (G(k¯))
∼
−→ Out (H(k¯)) : φ¯ 7→ f2(φ).
Définition 5.1. Soient G et H des k-groupes finis avec k un corps quelconque et soient
κG et κH les morphismes induits comme ci-dessus. Le k-groupe H est dit ext-isomorphe
à G s’il existe un k¯-isomorphisme f : Gk¯ → Hk¯ (induisant les isomorphismes f1, f2 et
f3 ci-dessus) tel que κH = f3 ◦ κG.
On dit qu’un groupe fini G est ext-constant s’il est ext-isomorphe à un groupe
constant ou, de façon équivalente, si Γk agit sur G(k¯) par automorphismes intérieurs.
On démontrera par la suite que deux k-groupes ext-isomorphes G etH se comportent
effectivement de la même façon par rapport aux formules développées dans la section
précédente, tant sur un corps fini que sur un corps de caractéristique 0. En particulier, à
chaque fois qu’on aura un groupe G ext-constant, on pourra supposer qu’il est constant
pour calculer le groupe Brnr,alV d’un espace homogène V sousG′ semi-simple simplement
connexe à stabilisateur G. On en déduit par exemple que si G(k¯) est le groupe Sn des
permutations de n éléments, avec n 6= 6, on pourra toujours supposer qu’il est constant
(on rappelle que Sn n’a pas d’automorphisme extérieur pour n 6= 6).
5.1.1 Cas d’un corps fini
On revient aux notations de la section 4.2. En particulier, on note k = Fq. Dans cette
section, le groupe G sera toujours supposé d’ordre premier à q = pr, donc il sera toujours
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lisse.
La similitude entre les formules 4.5 et 4.15, ou encore le fait que la formule cohomo-
logique (théorème 4.1) soit de nature arithmétique, de même que celle sur un corps de
nombres (cf. [Har07], Proposition 4) ou sur un corps global de caractéristique positive
(cf. [LA13, Théorème 3.1]), permettent de s’attendre quelques similitudes au niveau du
groupe Brnr,al entre les k-variétés et ses analogues sur les corps globaux. Ces similitudes
se montrent en effet avec les résultats qui suivent, lesquels ont été inspirés des travaux
de Demarche dans le cas d’un corps de nombres (cf. [Dem10]).
Il est déjà connu depuis quelque temps que le groupe Brnr,alV s’annule lorsque V =
G\G′ avec G abélien (cf. par exemple [BDH13, Théorème 7.6]). On commence donc en
retrouvant ce résultat avec notre formule.
Proposition 5.2. Soit G un k-groupe abélien d’ordre premier à p que l’on plonge dans
G′ semi-simple simplement connexe. Soit V = G\G′. Alors on a Brnr,alV = 0.
Démonstration. D’après le corollaire 4.13, il suffit de démontrer que Nq(G) engendre
tout le groupe (Gab)ϕq . Or cela est évident puisque, comme G = Gab, la q-norme Nq(b)
d’un élément b ∈ G qui est déjà dans Gϕq = (Gab)ϕq est tout simplement b lui-même
par définition de Nq(b). ⌣¨
On démontre maintenant que deux groupes ext-isomorphes se comportent en effet
de la même façon vis-à-vis de notre formule.
Proposition 5.3. Soient G et H deux k-groupes finis ext-isomorphes d’ordre premier à p
plongés respectivement dans G′ et H ′, des k-groupes semi-simples simplement connexes,
et soient V = G\G′ et W = H\H ′. Alors on a Brnr,alV ∼= Brnr,alW .
Démonstration. Soit f : Gk¯ → Hk¯ un k¯-isomorphisme tel que κH = f3 ◦ κG. Il induit
alors un k¯-isomorphisme f ab : Gab
k¯
→ Hab
k¯
qui est en fait défini sur k car κH = f3 ◦ κG
entraîne κHab = f ab3 ◦ κGab = f
ab
2 ◦ κGab (on rappelle que Aut (G
ab(k¯)) = Out (Gab(k¯))
et on en a de même pour Hab) et alors f ab1 est un isomorphisme de Γk-modules . Si
l’on note alors M et N les groupes des caractères de G et H respectivement, on a un
Γk-isomorphisme N
∼
−→ M induisant un isomorphisme f ab∗ : H
1(k,N)
∼
−→ H1(k,M).
Il suffit alors de considérer la formule du théorème 4.5. Soient ϕG,q et ϕH,q les appli-
cations respectives définissant les q-normes respectives sur G(k¯) et H(k¯). On a
ϕH,q = f1 ◦ int(b1) ◦ ϕG,q ◦ f
−1
1
pour un certain b1 ∈ G, d’où il est facile de voir que, pour tout m ≥ 1,
ϕmH,q = f1 ◦ int(bm) ◦ ϕ
m
G,q ◦ f
−1
1 ,
pour certain bm ∈ G. En particulier,
ϕH,q = f
ab
1 ◦ ϕG,q ◦ (f
ab
1 )
−1,
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lorsqu’on considère leurs restrictions aux abélianisés. Enfin, de ce qui précède, on voit
facilement que pour tout b ∈ G et pour tout m ≥ 1, ϕmG,q(b) est conjugué à b si et
seulement si ϕmH,q(f1(b)) est conjugué à f1(b) aussi. On voit alors que l’on a
NH,q = f
ab
1 ◦NG,q ◦ f
−1
1 ,
où NH,q et NG,q sont les q-normes respectives, et la formule du théorème 4.5 donne alors
le même groupe de Brauer non ramifié algébrique pour les variétés V et W . ⌣¨
Concentrons-nous un instant sur les groupes ext-constants. La proposition 5.3 nous
dit que, comme on l’avait annoncé, à chaque fois qu’on aura un tel groupe G dans les
calculs qui suivent, on pourra supposer qu’il est constant dans la démonstration. Cela
étant dit, on montre les deux résultats suivants, inspirés des travaux de Demarche sur
des groupes constants sur un corps de nombres (cf. [Dem10, §3, Cor. 1 et §5, Thm. 5]).
Cela étant dit, on montre les deux résultats suivants, inspirés des travaux de De-
marche sur des groupes constants sur un corps de nombres (cf. [Dem10, §3 Corollaire 1,
§5 Théorème 5]).
Proposition 5.4. Soit G un k-groupe fini ext-constant d’ordre premier à p plongé dans
G′ semi-simple simplement connexe et soit V = G\G′. On suppose que n = exp(G)
divise q − 1, alors Brnr,alV = 0.
Démonstration. On se réduit tout de suite au cas oùG est constant grâce à la proposition
5.3. Si l’exposant de G divise q − 1, alors bq = b pour tout élément b ∈ G. On voit en
particulier que l’application ϕq est l’identité, ce qui nous dit que la q-norme correspond
forcément à la projection de G sur Gab. Le résultat en découle compte tenu de la formule
du théorème 4.5. ⌣¨
Proposition 5.5. Soit G un k-groupe fini d’ordre premier à p plongé dans G′ semi-
simple simplement connexe et soit V = G\G′. Soit L/k l’extension correspondant au
noyau du morphisme κ : Γk → Out (G(k¯)) induit par G et soit m = [L : k]. On suppose
que n = exp(G) est premier à qm − 1. Alors Brnr,alV = 0.
Démonstration. Soit s le q-Frobenius. Puisque sm ∈ ΓL, on sait qu’il agit par automor-
phisme intérieur sur G(k¯), donc trivialement sur Gab(k¯). Soit alors b ∈ (Gab)ϕq . On
a
b
qm = bs
m qm = ϕmq (b) = b,
ce qui nous dit que l’ordre de b divise qm − 1. Or, l’ordre de b divise aussi forcément
n. On en déduit que l’ordre de cet élément est forcément 1 et donc on a b = 1. Il est
alors évident que les q-normes engendrent (Gab)ϕq car il est trivial, d’où l’on déduit que
Brnr,alV = 0 d’après le corollaire 4.13. ⌣¨
On a dit au début de la section 4.3 qu’il existe des exemples de groupes G sur k = Fq
tels que le groupe Brnr,alV soit non nul. Les propositions 5.5 et 5.4 nous disent que,
si l’on s’attend à trouver ce genre de groupes parmi les groupes ext-constants, on doit
chercher dans le cas où seulement un diviseur propre (et non trivial) de l’exposant de
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G divise q − 1. C’est effectivement ce qu’on fait pour construire enfin de tels groupes,
toujours inspirés d’un exemple de Demarche (cf. [Dem10, §6 Proposition 1]) : on aura
n = exp(G) = ℓ2m et (n, q − 1) = ℓm pour un certain nombre premier ℓ.
Proposition 5.6. Soit k = Fq avec q une puissance de p. Soit ℓ 6= 2 un nombre premier
tel que q − 1 = ℓmu avec (ℓ, u) = 1 et m ≥ 1. Soit
G := 〈x, y, z : xℓ
2m
= yℓ
2m
= zℓ
2m
= 1; [x, y] = z−ℓ
m
, [x, z] = [y, z] = 1〉,
où [x, y] := xyx−1y−1. On regarde G comme un k-groupe constant et l’on note V la
variété G\G′ pour un plongement de G dans G′ semi-simple simplement connexe. Alors
on a Brnr,alV ∼= Z/ℓ⌈m/2⌉Z, où ⌈m/2⌉ désigne le plus petit entier supérieur ou égal à
m/2.
Remarques.
1. Le groupe G donné dans l’énoncé peut aussi être vu comme le produit semi direct
(Cℓ2m × Cℓ2m)⋊ Cℓ2m ,
où Cℓ2m désigne le groupe cyclique de cardinal ℓ2m, défini comme suit : si l’on note x, z et
y des générateurs respectifs des trois groupes Cℓ2m apparaissant dans ce produit, l’action
de y sur 〈x〉 × 〈z〉 est donnée par
y · x = xzℓ
m
et y · z = z.
2. Lorsque ℓ = 2 (par exemple, lorsque q = 3), le groupe G donne aussi un espace
homogène V à groupe de Brauer non ramifié algébrique non trivial. Si l’on a évité de
considérer ce cas, c’est tout simplement parce que les calculs sont un peu plus compliqués.
3. On rappelle que la proposition 5.3 nous permettrait d’avoir une action non triviale
du Frobenius sur G (mais “ext-triviale” quand-même) et d’obtenir le même résultat.
Avant de commencer la démonstration, on donne tout ce qu’il faut savoir sur G.
Soient Z le centre de G et Gder le sous-groupe dérivé de G. En rappelant que ϕq(b) =
b
q = buℓ
m+1 pour b ∈ Gab, il est facile de voir que l’on a
Z = 〈xℓ
m
, yℓ
m
, z〉,
Gder = 〈zℓ
m
〉 ∼= Cℓm ,
Gab = 〈x, y, z〉/〈zℓ
m
〉 ∼= (Cℓ2m × Cℓ2m)× Cℓm ,
(Gab)ϕq = 〈x¯ℓ
m
, y¯ℓ
m
, z¯〉 ∼= (Cℓ
m
ℓ2m × C
ℓm
ℓ2m)× Cℓm.
On remarque enfin que les seules formules qu’il faut garder à l’esprit pour suivre le calcul
suivant, sont
q = uℓm + 1 et ysxr = xryszrsℓ
m
,
et que xℓm , yℓm et z appartiennent au centre de G.
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Démonstration. Comme le groupe G est constant, on a ϕq(b) = bq. On voit alors que
l’on a, pour b = xryszt ∈ G,
ϕnq (b) = (x
ryszt)q
n
= xq
nryq
nszq
ntz
qn(qn−1)
2
rsℓm
= xq
nryq
nszq
nt
= x(nuℓ
m+1)ry(nuℓ
m+1)sz(nuℓ
m+1)t
= xrysztxrnuℓ
m
ysnuℓ
m
ztnuℓ
m
= b · xrnuℓ
m
ysnuℓ
m
ztnuℓ
m
.
où l’on remarque que dans le passage de la deuxième à la troisième ligne on a utilisé le
fait que ℓm divise q − 1, donc aussi qn − 1, et que zℓ2m = 1.
Calculons d’autre part ce qui se passe lorsqu’on conjugue un élément de G. Soit
c = xr
′
ys
′
zt
′
∈ G, alors
cbc−1 = (xr
′
ys
′
zt
′
)xryszt(xr
′
ys
′
zt
′
)−1
= xr
′
ys
′
zt
′
xrysztz−t
′
y−s
′
x−r
′
= xr
′
ys
′
xrysy−s
′
x−r
′
zt
= xrysztz(rs
′−r′s)ℓm
= b · z(rs
′−r′s)ℓm.
On voit alors que, pour avoir ϕnq (b) = cbc
−1, il faut et il suffit que rnu et snu soient des
multiples de ℓm et que tnu soit congru à rs′ − r′s modulo ℓm. Or, puisque (ℓ, u) = 1,
cela se résume en
rn ≡ sn ≡ 0 mod ℓm et tnu ≡ rs′ − r′s mod ℓm. (5.1)
Supposant ces égalités vérifiées pour un n minimal (i.e. pour n = nb), on peut calculer
la q-norme de b. On a
Nq(b) =
n−1∏
i=0
ϕiq(b¯) =
n−1∏
i=0
ϕiq(b) =
n−1∏
i=0
b¯x¯riuℓ
m
y¯siuℓ
m
z¯tiuℓ
m
= b¯nx¯r
n(n−1)
2
uℓm y¯s
n(n−1)
2
uℓm z¯t
n(n−1)
2
uℓm = b¯n,
d’après les congruences (5.1) et le fait que z¯ℓ
m
= 1 et ℓ 6= 2.
Sachant donc que Nq(b) = x¯nbry¯nbsz¯nbt, les congruences (5.1) nous disent que, pour
tout b ∈ G, Nq(b) appartient au sous-groupe (Gab)ϕq ∼= (Cℓ
m
ℓ2m×C
ℓm
ℓ2m)×Cℓm de G
ab (chose
évidente à priori d’après la théorie, mais plutôt rassurante lorsqu’on fait ces calculs). De
plus, si l’on note e la valuation ℓ-adique de nb on voit, toujours grâce aux congruences
(5.1), que
ℓe|nbt, ℓ
m−e|r et ℓm−e|s.
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On en déduit que ℓm−e|(rs′ − r′s) et donc finalement que ℓmax{m−e,e}|nbt. Ceci nous dit
que Nq(b) appartient au sous-groupeH ∼= (Cℓ
m
ℓ2m×C
ℓm
ℓ2m)×C
ℓ⌈m/2⌉
ℓm de G
ab pour tout b ∈ G.
On démontre maintenant que l’image Nq(G) dans Gab engendre H . On considère les
éléments b1 = x, b2 = y et b3 = xℓ
⌊m/2⌋
yℓ
⌊m/2⌋
z de G et on calcule ses q-normes.
Pour b1 on a r = 1 et s = t = 0, ce qui entraîne ℓm|nb1 et on voit rapidement
que nb1 = ℓ
m car il vérifie bien les congruences (5.1) lorsqu’on pose s′ = 0. On a alors
Nq(b1) = x¯
ℓm . Un calcul similaire donne aussi Nq(b2) = y¯ℓ
m
.
Pour b3, on a r = s = ℓ⌊m/2⌋ et t = 1, ce qui entraîne ℓ⌈m/2⌉|nb3 et on voit qu’en
posant r′ = 0, s′ = uℓ⌈m/2⌉−⌊m/2⌋ et n = ℓ⌈m/2⌉, les congruences (5.1) sont bien vérifiées.
On a alors nb3 = ℓ
⌈m/2⌉ et Nq(b3) = x¯ℓ
m
y¯ℓ
m
z¯ℓ
⌈m/2⌉
.
On voit alors que Nq(G) engendre bien le sous-groupe H de (Gab)ϕq . Donc, d’après la
proposition 4.12, le groupe de Brauer non ramifié algébrique de la variété V = G\G′ est
isomorphe, en tant que groupe abélien, à (Gab)ϕq/H ∼= Cℓm/Cℓ
⌈m/2⌉
ℓm
∼= Z/ℓ⌈m/2⌉Z. ⌣¨
5.1.2 Cas d’un corps de caractéristique 0
Soit k un corps de caractéristique 0. On retrouve ici les résultats analogues à ceux que
l’on vient de démontrer pour un corps fini. On retrouve en particulier une généralisation
des résultats de Demarche dans [Dem10], car k représente ici un corps arbitraire, donc
en particulier cela pourrait être un corps de nombres.
On commence encore une fois avec le cas des groupes abéliens (cas qui est déjà connu,
cf. par exemple [BDH13, Théorème 8.1]). On note toujours n = exp(G) et ζn est une
racine primitive n-ième de l’unité.
Proposition 5.7. Soit G un k-groupe fini abélien que l’on plonge dans G′ semi-simple
simplement connexe. Soit V = G\G′. Alors on a Brnr,alV = X1cyc(k,M).
De plus, si L est une extension déployant G et telle que L(ζn)/k soit une extension
cyclique, alors Brnr,alV = 0 (un tel corps L existe par exemple lorsque G est un p-groupe
constant avec p impair ou lorsque k = R).
Démonstration. D’après le corollaire 4.21, il suffit de démontrer que Nσ(G) engendre
tout le groupe (Gab)ϕσ pour tout σ ∈ Γk. Or cela est évident encore une fois puisque,
comme G = Gab, la σ-norme Nσ(b) d’un élément b ∈ G qui est déjà dans Gϕσ = (Gab)ϕσ
est tout simplement b lui-même par définition de Nσ.
Pour la deuxième affirmation, le corollaire 4.20 nous dit qu’il suffit de montrer que,
si σ est un générateur du groupe de Galois ΓL(ζn)/k, alors (Gab)ϕσ = Nσ(G). Or, c’est
précisément ce que l’on vient de démontrer pour tout élément de Γk. ⌣¨
On démontre aussi dans ce cas que deux groupes ext-isomorphes au sens de la défi-
nition 5.1 se comportent effectivement de la même façon vis-à-vis de notre formule.
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Proposition 5.8. Soient G et H deux k-groupes finis ext-isomorphes plongés respec-
tivement dans G′ et H ′, des k-groupes semi-simples simplement connexes, et soient
V = G\G′ et W = H\H ′. Alors on a Brnr,alV ∼= Brnr,alW .
Démonstration. Soit f : Gk¯ → Hk¯ un k¯-isomorphisme tel que κH = f3 ◦ κG. Il induit
alors un k¯-isomorphisme f ab : Gab
k¯
→ Hab
k¯
qui est en fait défini sur k car κH = f3 ◦ κG
entraîne κHab = f ab3 ◦ κGab = f
ab
2 ◦ κGab (on rappelle que Aut (G
ab(k¯)) = Out (Gab(k¯))
et on en a de même pour Hab) et alors f ab1 est un isomorphisme de Γk-modules . Si
l’on note alors M et N les groupes des caractères de G et H respectivement, on a un
isomorphisme N ∼−→ M induisant un isomorphisme f ab∗ : H
1(k,N)
∼
−→ H1(k,M).
Il suffit alors de considérer la formule du théorème 4.15. Soit σ ∈ Γk et soient ϕG,σ
et ϕH,σ les applications définissant les σ-normes respectives sur G(k¯) et H(k¯). On a
ϕH,σ = f1 ◦ int(bσ,1) ◦ ϕG,σ ◦ f
−1
1 ,
pour un certain bσ,1 ∈ G, d’où il est facile de voir que, pour tout m ≥ 1,
ϕmH,σ = f1 ◦ int(bσ,m) ◦ ϕ
m
G,σ ◦ f
−1
1 .
pour certain bσ,m ∈ G. En particulier,
ϕH,σ = f
ab
1 ◦ ϕG,σ ◦ (f
ab
1 )
−1,
lorsqu’on considère leurs restrictions aux abélianisés. Enfin, de ce qui précède, on voit
facilement que pour tout élément b ∈ G(k¯) et pour tout m ≥ 1, ϕmG,σ(b) est conjugué à
b si et seulement si ϕmH,σ(f1(b)) est conjugué à f1(b) aussi. On voit alors que l’on a
NH,σ = f
ab
1 ◦NG,σ ◦ f
−1
1 ,
où NH,σ et NG,σ sont les q-normes respectives, et la formule du théorème 4.15 donne
alors le même groupe de Brauer non ramifié algébrique pour les variétés V et W . ⌣¨
On démontre maintenant les analogues en caractéristique 0 des propositions 5.4 et
5.5, généralisant donc les résultats de Demarche dans [Dem10].
Proposition 5.9. Soit G un k-groupe fini ext-constant plongé dans G′ semi-simple
simplement connexe, V = G\G′. Soit µ(k) l’ensemble des racines de l’unité dans k et soit
m(k) le cardinal de µ(k). On suppose que n = exp(G) divise m(k). Alors Brnr,alV = 0.
Démonstration. On se réduit tout de suite au cas oùG est constant grâce à la proposition
5.8. Le corollaire 4.19 nous dit alors que Brnr,alV ⊂ H1(k(ζn)/k,M). Or, puisque n divise
m(k), on a alors ζn ∈ k, ce qui nous dit que H1(k(ζn)/k,M) = 0. ⌣¨
Remarque.
Cette proposition a toujours un sens lorsque µ(k) est infini : il suffit de considérer m(k)
comme un nombre surnaturel (cf. [Ser02, I, §1.3]). On voit en particulier que si k contient
toutes les racines de l’unité, alors pour tout groupe ext-constant G on a Brnr,alV = 0.
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Proposition 5.10. Soit G un k-groupe fini. On suppose qu’il existe une extension finie
L/k déployant G et telle que, si l’on note µ(L) l’ensemble des racines de l’unité dans
L et m(L) le cardinal de µ(L), alors n = exp(G) est premier à m(L). Alors, pour tout
k-groupe H ext-isomorphe à G plongé dans G′ semi-simple simplement connexe, si l’on
note V = H\G′, on a Brnr,alV = 0.
Démonstration. Il est clair qu’il suffit de montrer la proposition pour H = G. Le corol-
laire 4.19 nous dit que Brnr,alV est contenu dans H1(L(ζn)/k,M). On considère alors la
suite exacte de restriction-inflation suivante :
0→ H1(L/k,MΓL(ζn)/L)→ H1(L(ζn)/k,M)→ H
1(L(ζn)/L,M).
Puisque L déploie G, on a que Gab(k¯) est un ΓL(ζn)/L-module avec action triviale, ce qui
fait de M un ΓL(ζn)/L-module de la forme
⊕
i µni, avec µni ⊂ µn. Il est facile de voir
alors que MΓL(ζn)/L = 0, car µn ∩ L = {1}. Ainsi, on a que H1(L/k,MΓL(ζn)/L) = 0 et
il suffit alors de démontrer que, pour α ∈ Brnr,alV , son image dans H1(L(ζn)/L,M) est
triviale.
Écrivons n = pα11 · · ·p
αr
r avec pi 6= pj. Puisque m(L) est forcément pair (car −1 ∈ L),
on a que tous les pi sont impairs car m(L) est premier à n. Le groupe ΓL(ζn)/L est alors
isomorphe au produit direct des groupes Z/pαi−1i (pi − 1)Z. Soient σi des générateurs
respectifs de ces composantes de ΓL(ζn)/L. Il est facile de voir alors que l’on a
q(σi) ≡ 1 mod p
αj
j , ∀ j 6= i et q(σi) ≡ si mod p
αi
i ,
où si est un générateur du groupe multiplicatif (Z/pαii Z)
∗ ∼= Z/pαi−1i (pi − 1)Z et q est
le morphisme défini au début de la section 4.3.
Soit donc α ∈ Brnr,alV et soit a ∈ Z1(ΓL(ζn)/L,M) un cocycle représentant l’image
de α dans H1(L(ζn)/L,M). Il s’agit de montrer qu’il existe c0 ∈ M tel que aσ = c0 cσ −10
pour tout σ ∈ ΓL(ζn)/L. Or, il est évident qu’il suffit de vérifier cela pour les σi car ils
engendrent le groupe ΓL(ζn)/L. Considérons alors aσi , qui par hypothèse vérifie que
aσi(Nσi(b)) = 1, ∀b ∈ G.
Considérons d’abord un b ∈ G d’ordre premier à pi. Alors, d’après les propriétés de q(σi)
ci-dessus, on a ϕσi(b) = b
q(σi) = b, ce qui veut dire que l’on a Nσi(b) = b¯. On voit alors
que aσi est orthogonal à toute la pj-partie de G
ab pour tout j 6= i, i.e. aσi ∈M{pi}.
Soit c ∈M{pi}. Puisque G (et par conséquent Gab) est constant en tant que ΓL(ζn)/L-
groupe, on a
cσi = cq(σi) = csi et cσj = cq(σj) = c, ∀ j 6= i.
Puisque si est un générateur du groupe cyclique (Z/pαii Z)
∗, on sait qu’il n’est pas congru
à 1 mod pi, car l’ordre d’un tel élément divise pαi−1i . On a alors que si − 1 est premier
à pi, donc en particulier il existe ci ∈M{pi} tel que c
si−1
i = a
−1
σi
et alors
ci c
σi −1
i = cic
−si
i = c
1−si
i = aσi .
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De plus, puisque ci ∈M{pi}, on a aussi, pour j 6= i,
ci c
σj −1
i = cic
−1
i = 1.
Soit alors c0 =
∏r
i=1 ci ∈M . On voit facilement que l’on a, pour tout 1 ≤ i ≤ r,
aσi = c0 c
σi −1
0 ,
ce qui conclut. ⌣¨
Enfin, on reprend une généralisation de l’exemple de Demarche [Dem10, §6 Proposi-
tion 1], qui était originellement un contre-exemple à la formule Brnr,alV = X1cyc(k,M)
sur un corps de nombres, 4 on calcule son groupe de Brauer et on démontre que l’on a
aussi en général Brnr,alV )X1cyc(k,M).
Proposition 5.11. Soit k un corps de caractéristique 0 et soit ℓ 6= 2 un nombre premier
tel que la valuation ℓ-adique du cardinal de µ(k) soit m ≥ 1. Soit
G := 〈x, y, z : xℓ
2m
= yℓ
2m
= zℓ
2m
= 1; [x, y] = z−ℓ
m
, [x, z] = [y, z] = 1〉,
où [x, y] := xyx−1y−1. On regarde G comme un k-groupe constant et l’on note V la
variété G\G′ pour un plongement de G dans G′ semi-simple simplement connexe. Soit
enfin M le groupe des caractères de G. Alors on a
Brnr,alV ∼= Z/ℓ
⌊m/2⌋Z et X1cyc(k,M) = 0.
Démonstration. Puisque G est un ℓ-groupe constant avec ℓ impair, le corollaire 4.20
nous dit que le groupe Brnr,alV est isomorphe à (Gab)ϕσ/Nσ, où σ est le générateur du
groupe Γk(ζℓ2m )/k et Nσ est le sous-groupe de G
ab engendré par les σ-normes. Il suffit
alors de calculer ce quotient.
Puisque σ est d’ordre ℓm et qu’il fixe ζℓm (car ζℓm ∈ k), on sait que l’on doit avoir
q(σ) ≡ uℓm + 1 mod ℓ2m,
pour un certain u avec (u, ℓ) = 1. On a alors que ϕσ(b) = bq(σ) = buℓ
m+1 pour b ∈ G. On
remarque alors que l’on est exactement dans la même situation que dans la proposition
5.6, à cela près que l’on note ϕσ, nσ,b et Nσ au lieu de ϕq, nb et Nq. Le calcul déjà fait
nous dit alors que Brnr,alV ∼= Z/ℓ⌊m/2⌋Z.
Pour démontrer finalement que X1cyc(k,M) = 0, il suffit de noter qu’il est contenu
dans Brnr,alV et donc dans H1(k(ζℓ2m)/k,M) d’après le corollaire 4.19. Un élément qui
s’annule en toute restriction à un sous-groupe pro-cyclique s’annule forcément dans
H1(k(ζℓ2m)/k,M), puisque k(ζℓ2m)/k est une extension cyclique. ⌣¨
4Dans son article Demarche compare les groupes Brnr,alV et X1ω(k,M), mais on a déjà remarqué
que X1ω(k,M) et X
1
cyc(k,M) dénotent le même sous-groupe de H
1(k,M) pour un corps de nombres.
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5.2 Obstruction de Brauer-Manin à l’approximation faible
Soit V une variété sur un corps de nombres k. On définit le groupe BωV comme le sous-
groupe de BralV des éléments α tels que sa restriction αv à BralVkv est nulle pour presque
toute place de k, ou bien, si l’on rappelle l’identification de BralV avec H1(k,M) pour
un espace homogène à stabilisateur fini, comme le sous-groupe X1ω(k,M) de H
1(k,M)
des éléments qui s’annulent en presque toute localisation H1(kv,M).
Plus généralement, pour un Γk-module de type fini M avec k un corps quelconque,
on a déjà défini X1cyc(k,M) comme le sous-groupe de H
1(k,M) des éléments dont la
restriction à H1(γ,M) est nulle pour tout sous-groupe fermé pro-cyclique γ de Γk. Le
théorème de Čebotarev nous permet de démontrer facilement que, lorsque k est un corps
global, on a X1cyc(k,M) = X
1
ω(k,M), cf. par exemple [San81, §1].
L’intérêt du sous-groupe BωV (ouX1ω(k,M) dans ce contexte) est que dans le cas où
V est un espace homogène sur un groupe algébrique connexe à stabilisateur connexe ou
abélien sur un corps de nombres, Borovoi a démontré que l’obstruction de Brauer-Manin
à l’approximation faible associée à ce sous-groupe était la seule, cf. [Bor96, Corollary
2.5]. De plus, on peut démontrer que pour ces variétés on a l’égalité BωV = Brnr,alV
(c’est ce qu’on a fait dans la proposition 5.7 pour le cas où G est abélien, cf. [BDH13,
Théorème 8.1] pour le cas général). La question de savoir si cette obstruction est la seule
reste cependant ouverte pour les espaces homogènes à stabilisateur fini non abélien et il
n’y a pas d’accord parmi les experts sur ce qu’on devrait s’attendre comme réponse.
Dans cette section on donne un exemple de ce que les formules développées ont à
nous dire sur l’obstruction de Brauer-Manin à l’approximation faible dans ce cas tou-
jours ouvert.
La formule (4.3.1) devient très simple lorsque k = R. Ceci nous permet de démontrer
que l’obstruction de Brauer-Manin à l’approximation faible associée au sous-groupe
Brnr,al ne prend pas en compte ce qui se passe aux places réelles. En effet, on a le
résultat suivant.
Proposition 5.12. Soient k = R, G un k-groupe fini plongé dans G′ semi-simple
simplement connexe et V = G\G′. En identifiant BralV avec H1(k,M), tout élément
α ∈ Brnr,alV est orthogonal au sous-ensemble Im[H1(k,G)→ H1(k,Gab)] de H1(k,Gab).
Remarque.
Ce reśultat nous dit en particulier que pour k un corps de nombres, G un k-groupe
fini plongé dans G′ semi-simple simplement connexe et V = G\G′, si l’obstruction de
Brauer-Manin associée au sous-groupe Brnr,al s’avère être la seule pour V , alors V vérifie
l’approximation réelle (i.e. l’approximation faible en l’ensemble S = Ω∞ des places réelles
de k), comme il sera explicité dans le corollaire qui suit. Pris dans l’autre sens, ceci veut
dire aussi qu’un espace homogène à stabilisateur fini ne vérifiant pas l’approximation
réelle fournirait un exemple de variété où l’obstruction de Brauer-Manin algébrique n’est
pas la seule.
Démonstration de la proposition 5.12. Soit σ l’élément non nul de Γk. Il est facile de
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voir que l’on a les isomorphismes
Z1(k,G)
∼
−→ Gϕσ , b 7→ bσ
Z1(k,Gab)
∼
−→ (Gab)ϕσ , b 7→ bσ.
Soit g ∈ Gϕσ . Puisque ϕσ(g) = g, on a que Nσ(g) = g¯ ∈ Gab. En particulier, on voit que
l’image de Nσ contient l’image de Z1(k,G) dans Z1(k,Gab).
Soit alors β ∈ H1(k,Gab) un élément dans Im[H1(k,G)→ H1(k,Gab)]. On sait que
l’on peut représenter β par un cocycle b tel que bσ ∈ Nσ(G). Pour α ∈ Brnr,alV , soit
a ∈ Z1(k,M) un cocycle représentant α. On sait alors d’après le théorème 4.15 que l’on
a aσ(bσ) = 1. D’autre part, on sait que α ∪ β ∈ H2(k, µn) ⊂ Br k est représenté par un
cocycle c tel que
cσ,σ = aσ( b
σ
σ) = aσ(b
−1
σ ) = (aσ(bσ))
−1 = 1.
(On rappelle que bσ ∈ (Gab)ϕσ et alors bσ σ = b
−1
σ .) Il est clair alors que α ∪ β est nul,
ce qui nous dit que α est orthogonal au sous-ensemble Im[H1(k,G) → H1(k,Gab)] de
H1(k,Gab). ⌣¨
Soit maintenant k un corps de nombres et V = G\G′ comme toujours. Ce dernier
résultat, joint au théorème 4.22 (ou plutôt à son équivalent cohomologique, proposition
4.23), nous permet de cerner un peu mieux l’ensemble (
∏
Ωk
V (kv))
Brnr,al des familles des
points dans
∏
Ωk
V (kv) qui sont orthogonales au groupe Brnr,alV , comme le montre le
résultat suivant :
Corollaire 5.13. Soit k un corps de nombres, G un k-groupe fini déployé par L/k plongé
dans G′ semi-simple simplement connexe et V = G\G′. Soit enfin S la réunion de l’en-
semble des places (non archimédiennes) ramifiées pour l’extension L/k avec l’ensemble
des places divisant le cardinal de G et soit T = Ωk r S. Alors la projection(∏
Ωk
V (kv)
)Brnr,al
→
∏
v∈T
V (kv),
est surjective.
Démonstration. Il suffit de noter que d’après la formule de compatibilité donnée dans la
proposition 4.3, l’ensemble (
∏
Ωk
V (kv))
Brnr,al est l’ensemble de familles de points (Pv)Ωk
telles que ∑
v∈Ωk
invv(αv ∪ [Z](Pv)) = 0 ∈ Q/Z, ∀α ∈ Brnr,alV ⊂ H
1(k,M),
où invv est l’application canonique Br kv → Q/Z donnée par la théorie du corps de
classes et [Z](Pv) ∈ H1(k,Gab) est la classe du kv-torseur sous Gab obtenu à partir du
torseur Z = Gder\G′ → V sous Gab et du kv-point Pv ∈ V (kv) (cf. le début de la section 4
pour la définition de Z et la preuve de la proposition 4.2 pour comprendre l’usage qu’on
fait ici de la formule de compatibilité). En effet, on voit alors immédiatement à partir
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des propositions 5.12 et 4.23 qu’on a αv ∪ [Z](Pv) = 0 pour toute place v ∈ T , car pour
toute telle place non archimédienne on a que G est non ramifié en tant que kv-groupe
et son cardinal est premier à la caractéristique résiduelle. Il est alors évident que pour
(βv)T ∈
∏
v∈T V (kv), l’élément (0)S×(βv)T ∈
∏
Ωk
V (kv) appartient à (
∏
Ωk
V (kv))
Brnr,al ,
ce qui conclut. ⌣¨
Remarque.
Si ce résultat nous dit que le groupe Brnr,alVR ne joue pas de rôle dans l’obstruction de
Brauer-Manin, il est important de remarquer qu’il n’y a aucune raison pour qu’il soit
trivial. En effet, le corollaire 4.20 nous dit que Brnr,alVR est isomorphe à (Gab)ϕσ/Nσ, où
σ est l’élément non nul de ΓR etNσ est le sous-groupe engendré par l’image de la σ-norme
Nσ, et l’on peut trouver des exemples analogues à ceux donnés dans la proposition 5.11
pour lesquels ce quotient serait non trivial. Par ailleurs, on voudrait voir dans l’énoncé
de la proposition 5.12 une formule cohomologique pour le groupe Brnr,alVR analogue à
celle trouvée pour les corps locaux (proposition 4.23). Pourtant, si l’on regarde de près
le raisonnement qui mène au corollaire 4.20 et la preuve de la proposition 5.12, on voit
que cela serait equivalent à affirmer que le sous-groupe Nσ de (Gab)ϕσ est le même que
celui engendré par l’image de Gϕσ , ce qui n’est pas forcément le cas en général, même
si l’on a toujours de façon évidente Gϕσ ⊂ Nσ(G).
A “Rigidité” du groupe de Brauer non ramifié algé-
brique
On donne dans cette section des énoncés de “rigidité” pour les groupes de Picard et de
Brauer non ramifié algébrique d’une variété séparablement rationnellement connexe.
On suppose ici que k est un corps parfait de caractéristique p, donc par exemple un
corps fini. On a le résultat suivant pour le groupe de Picard.
Théorème A.1. Soit X une k-variété propre, lisse et séparablement rationnellement
connexe. Soit K une extension de k. Alors le changement de base de k à K induit
un isomorphisme PicXk¯
∼
−→ PicXK¯. Ce sont des groupes abéliens de type fini et sans
ℓ-torsion pour tout nombre premier ℓ 6= p.
L’égalité de ces groupes de Picard donne un peu d’espoir sur l’existence d’une égalité
entre les groupes de Brauer non ramifié algébrique de V et VK , compte tenu de la formule
(4.0.2) pour une compactification lisse X de V :
BralX
∼
−→ H1(k,PicXk¯).
C’est effectivement le résultat que l’on trouve en ajoutant l’hypothèse que k soit algébri-
quement fermé dans K. Remarquons que, sans cette hypothèse, il est difficile d’espérer
un tel comportement : il suffit de penser à une extension algébrique séparable K/k dé-
ployant PicXk¯. Le groupe H1(K,PicXk¯) est alors trivial (du moins en dehors de la
p-partie) alors que H1(k,PicXk¯) n’a aucune raison de l’être.
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Théorème A.2. Soit V une k-variété telle que V (k) 6= ∅. On suppose que V admet
une compactification lisse X que l’on suppose en plus séparablement rationnellement
connexe (par exemple, lorsque V est k-unirationnelle). Soit K une extension de k telle
que k est algébriquement fermé dans K. Alors le morphisme Br1V →֒ Br1VK induit par
le changement de base de k à K induit un isomorphisme entre les groupes de Brauer
non ramifié algébrique
Brnr,alV {p
′} = BralX{p
′} ⊂ BralV et Brnr,alVK{p
′} = BralXK{p
′} ⊂ BralVK .
Démonstration du Théorème A.1. Soit L = k¯ ou K¯. Montrons d’abord que le groupe
PicXL est sans ℓ-torsion pour tout ℓ 6= p. La théorie de Kummer nous donne la suite
exacte suivante (voir par exemple [Mil80, III.4])
0→ H1(XL, µℓ)→ PicXL
ℓ
−→ PicXL.
En notant que L est séparablement clos, on voit que H1(XL, µℓ) = H1(XL,Z/ℓZ), car
les faisceaux µℓ et Z/ℓZ sont isomorphes. De plus, le théorème de changement de base
propre (cf. [Mil80, IV, Corollary 2.3]) nous dit que H1(XL,Z/ℓZ) = H1(XLal ,Z/ℓZ), où
Lal est une clôture algébrique de L. Ce dernier groupe classifie les XLal-torseurs sous
Z/ℓZ (cf. [Mil80, III, 4.6 et 4.8]).
Il suffit alors de montrer que H1(XLal ,Z/ℓZ) = 0 pour avoir (PicXL)[ℓ] = 0. En rai-
sonnant par l’absurde, supposons qu’il existe un torseur non trivial, i.e. non isomorphe
au torseur correspondant à ℓ copies disjointes de XLal avec l’action évidente de Z/ℓZ. Ce
torseur Y → XLal est alors forcément connexe, car la quantité de composantes connexes
doit diviser ℓ et si Y était formé de ℓ composantes, elles seraient toutes forcément iso-
morphes à XL et Y serait un torseur trivial. On voit alors que Y est un revêtement étale
connexe cyclique d’ordre ℓ de XL, ce qui entraîne l’existence d’un élément non trivial
dans π1(XLal). Or, ce dernier groupe est nul d’après un résultat de Kollár (cf. [Deb03,
Corollaire 3.6]) puisque X est séparablement rationnellement connexe.
Intéressons-nous maintenant au schéma PicXL (le groupe PicXL correspond alors
à PicXL(L)). D’après [BLR90, 8.4, Theorem 3], on sait que le sous-schéma Pic 0XL
correspondant à sa composante connexe est un schéma en groupes propre, bien que pas
forcément réduit. Si l’on considère alors la variété réduite (PicXL)red associée à PicXL,
on voit que sa composante connexe (Pic 0XL)red est propre, connexe et réduite. De plus,
on voit bien que l’on a (PicXL)red(L) = PicXL(L) (voir par exemple [SGA70a, Exp.
VIA, 0.2]).
Comme k est supposé parfait, toute k-variété réduite est géométriquement réduite.
La variété (Pic 0Xk)red étant donc un schéma en groupes sur k géométriquement réduit,
on déduit qu’elle est lisse sur k, ce qui nous dit que (Pic 0XL)red est lisse sur L pour
toute extension L de k, notamment pour L = k¯ ou K¯. La variété (Pic 0XL)red est alors
une variété abélienne qui vérifie en plus que (Pic 0XL)red(L) est sans ℓ-torsion puisqu’il
correspond à un sous-groupe de PicXL(L). Le résultat classique correspondant à la der-
nière proposition dans [Mum70, II.6] nous dit que cette variété est alors de dimension 0,
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donc triviale. On voit alors que le sous-groupe Pic 0XL(L) est trivial (bien que le schéma
Pic 0XL pourrait ne pas l’être).
Cela étant démontré, on voit donc que l’on a PicXL = NSXL. De plus, comme le
schéma NSXL est étale sur L (cf. [SGA70a, Exp. VIA, 5.5]), on voit que NSXL(L) =
NSXL(L
al) = NSXLal(L
al). Or, ce groupe étant invariant par extension de corps algé-
briquement clos (cf. [MP12, Proposition 3.1]), on trouve que
PicXk¯ = PicXk¯(k¯) = NSXk¯(k¯) = NSXkal(k
al) = NSXKal(K
al)
= NSXK¯(K¯) = PicXK¯(K¯) = PicXK¯ .
Enfin, il est un fait connu que le groupe de Néron-Severi est finiment engendré (cf.
par exemple le corollaire 2 au théorème 3 de [Mum70, IV.19] pour le cas sur un corps
algébriquement clos, ce qui suffit bien dans ce cas d’après les dernières égalités). ⌣¨
Démonstration du Théorème A.2. Notons d’abord que l’on a Γk = ΓK/Γk¯K . On a la
suite de restriction-inflation correspondante à ce quotient pour le ΓK-module PicXK¯ :
0→ H1(Γk, (PicXK¯)
Γk¯K )→ H1(ΓK ,PicXK¯)→ H
1(Γk¯K ,PicXK¯). (A.1)
D’autre part, il est évident que le morphisme de changement de base PicXk¯ →
PicXK¯ se factorise par
PicXk¯ → (PicXK¯)
Γk¯K → PicXK¯ .
Or, le théorème A.1 nous dit que la composition des deux flèches est un isomorphisme,
et puisque la deuxième flèche est une injection, chacune de flèches est aussi un isomor-
phisme. En particulier, on voit que PicXK¯ est invariant par Γk¯K .
On trouve alors l’isomorphisme canonique
H1(Γk,PicXk¯)
∼
−→ H1(Γk, (PicXK¯)
Γk¯K ),
ce qui fait que la suite (A.1) devient
0→ H1(Γk,PicXk¯)→ H
1(ΓK ,PicXK¯)→ H
1(Γk¯K ,PicXK¯).
D’autre part, le fait que PicXK¯ soit Γk¯K-invariant nous dit que
H1(Γk¯K ,PicXK¯) = Hom(Γk¯K ,PicXK¯).
Le théorème A.1 nous dit aussi que le groupe PicXK¯ est sans ℓ-torsion pour tout ℓ 6= p.
Le groupe Γk¯K étant profini, on voit que Hom(Γk¯K ,PicXK¯) est un p-groupe. Finalement,
puisque les groupes de la suite sont de torsion, on peut considérer leur partie de torsion
première à p. On retrouve alors
0→ H1(Γk,PicXk¯){p
′} → H1(ΓK ,PicXK¯){p
′} → 0.
On réécrit enfin cet isomorphisme comme
0→ Brnr,alV {p
′} → Brnr,alVK{p
′} → 0,
ce qui conclut. ⌣¨
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B Quelques résultats sur les extensions inséparables
L’étude du groupe de Brauer non ramifié dans le cadre général en caractéristique posi-
tive (i.e. sans forcément avoir le droit à une compactification lisse) entraîne l’étude des
résidus, donc des anneaux A de valuation discrète sur le corps de fonctions K = k(V ) de
la variété V considérée, cf. [CT95]. Le théorème de Gabber [ILO12, Exposé X, Theorem
2.1] nous permet de nous ramener au cas où l’on compte avec une compactification lisse,
mais au prix de considérer une extension finie (souvent inséparable) de K. Les résultats
suivants, utilisés dans la preuve du thórème 3.1 nous montrent que l’on ne perd pas
d’information par ce changement de base.
Proposition B.1. Soit A un anneau de valuation discrète de corps de fractions K
de caractéristique p. Soit L/K une extension finie purement inséparable et soit B la
fermeture intégrale de A dans L. Alors B est un anneau de valuation discrète et les
degrés résiduel et de ramification f et e de l’extension B/A vérifient ef |[L : K].
Démonstration. Puisque L/K est purement inséparable, on sait qu’il s’agit d’une exten-
sion radicielle, laquelle on peut décomposer en une suite d’extensions radicielles d’ordre
p. La multiplicativité des degrés e et f étant un fait classique, il est facile de voir que
l’on peut se restreindre au cas où [L : K] = p. Soit alors x0 ∈ K tel que L = K(x
1/p
0 ).
On sait que l’on peut supposer x0 ∈ A. On note v la valuation sur A et on fixe aussi
π ∈ A tel que v(π) = 1.
Supposons d’abord que (v(x0), p) = 1. Il existe alors un entier n premier à p tel
que v(xn0 ) ≡ 1 mod p. Alors, quitte à changer x0 par x
n
0 divisé par une puissance
convenable de πp (élément dont la racine p-ième engendre toujours l’extension L/K),
on peut supposer que v(x0) = 1. On peut alors définir une valuation discrète w sur L
par la formule suivante.
Pour b = a0 + a1x
1/p
0 + · · ·+ ap−1x
(p−1)/p
0 ∈ L, on pose
w(b) = min
0≤i≤p−1
{pv(ai) + i}.
Il est un exercice facile de vérifier que cette formule définit bien une valuation discrète
sur L dont l’anneau correspondant est A[x1/p0 ]. Une fois cela admis, il est évident que
l’on a B = A[x1/p0 ], car tout élément b ∈ L r K a un polynôme minimal de la forme
xp − a, avec a ∈ K, et alors w(b) ≥ 0 ⇔ v(a) ≥ 0. Dans ce cas, puisque B est un
A-module de type fini, la théorie classique (cf. [Ser79, I.§4]) nous dit que l’on a ef = p
(et donc, plus précisément, on a e = p et f = 1).
Supposons maintenant qu’il n’existe pas d’élément x0 engendrant L/K tel que (v(x0), p) =
1. Quitte à diviser encore une fois par une puissance convenable de πp, on peut supposer
que l’on a v(x0) = 0. On affirme que B est un anneau de valuation discrète d’idéal
maximal πB, donc d’uniformisante π.
Pour montrer cela, on montre d’abord que πB est le seul idéal maximal de B, i.e.
que l’on a B∗ = BrπB. En effet, soit b un élément dans BrπB. Si b ∈ A, on sait alors
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qu’il appartient à ArπA = A∗ et il est donc inversible. Sinon, on sait que bp ∈ A et que
v(bp) ≡ 0 mod p par hypothèse. Or, si v(bp) ≥ p, on peut écrire bp = πpa avec a ∈ A,
ce qui nous dit que b = πa1/p et on a bien a1/p ∈ B. On trouve que b ∈ πB, ce qui est
absurde. Finalement, on a que v(bp) = 0, ce qui entraîne que v(b−p) = −v(bp) = 0 et
alors b−p ∈ A, nous donnant enfin que b−1 ∈ B et alors b ∈ B∗. On en déduit que B est
un anneau local, intègre, différent de L et d’idéal maximal principal. D’après [Bou89,
VI, §3, Proposition 9], il suffit pour conclure de démontrer que
⋂
n∈N π
nB = 0. Or, cela
est très simple : soit b ∈ B un élément non nul. Alors bp ∈ A et il existe n ∈ N tel que
π−npbp 6∈ A. On voit alors que π−nb 6∈ B, ce qui est la même chose que b 6∈ πnB.
Il suffit alors pour conclure de noter que dans ce cas on a clairement e = 1, tandis
que f = 1 ou p, dépendant de la nature de x0 dans le corps résiduel de A. Dans tous les
cas, on a bien ef |[L : K]. ⌣¨
Remarque.
Ce résultat peut aussi être obtenu à partir de la démonstration de [Liu02, Chapter 4,
Proposition 1.31].
Corollaire B.2. Soit A un anneau de valuation discrète de corps de fractions K de
caractéristique p. Soit ℓ 6= p un nombre premier et soit L/K une extension de degré
premier à ℓ. Alors il existe un anneau de valuation discrète B ⊃ A de corps de fractions
L, contenant la fermeture intégrale de A dans L et tel que les degrés résiduel et de
ramification f et e de l’extension B/A vérifient (ef, ℓ) = 1.
Démonstration. Considérons la sous-extension séparable maximale K ′/K de L/K. Soit
A′ la fermeture intégrale de A dans K ′ et soient Pi les idéaux premiers au-dessus de
l’idéal maximal de A. On sait que
∑
eifi = [K
′ : K] et que ce degré est premier à ℓ. Il
existe alors un i0 tel que (ei0fi0 , ℓ) = 1. En localisant A
′ autour de l’idéal Pi0, on obtient
un anneau de valuation discrète A′i0 de corps de fractions K
′. La proposition précédente
nous dit alors que la fermeture intégrale B de A′i0 est un anneau de valuation discrète de
corps de fractions L et tel que les degrés e′ et f ′ de l’extension B/A′i0 vérifient e
′f ′ = pα
pour un certain entier positif α. La multiplicativité des degrés nous dit alors que l’on a
ef = ei0fi0e
′f ′ = [K ′ : K]pα pour l’extension B/A, ce qui est bien un nombre premier à
ℓ. Il est enfin évident que B contient la fermeture intégrale de A, car il contient celle de
A′i0 ⊃ A. ⌣¨
Proposition B.3. Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soit L/K une extension
finie purement inséparable. Soient ΓL et ΓK les groupes de Galois absolus respectifs de
L et K. Alors le morphisme naturel π : ΓL → ΓK est un isomorphisme.
Démonstration. Puisque L/K est purement inséparable, on sait qu’elle correspond à
une suite d’extensions radicielles de degré p. Il est évident alors qu’il suffit de démontrer
la proposition pour L = K(α1/p) pour certain α ∈ K.
Soit L¯ une clôture séparable de L. Il est facile de voir qu’elle contient une (unique)
clôture séparable K¯. Soit alors σ ∈ ΓK = AutK(K¯). Pour montrer la surjectivité de π,
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il s’agit d’étendre σ en un automorphisme σL de L¯ fixant L. Soit donc β ∈ L¯r K¯ et soit
P (x) =
∑n
i=0 aix
i ∈ L[x] son polynôme minimal. On voit alors que βp ∈ K¯. En effet,
P (β) = 0 entraîne
P (β)p =
n∑
i=0
apiβ
pi =
n∑
i=0
api (β
p)i = Q(βp) = 0,
et on voit que les coéfficients de Q sont dans K, car ai ∈ L = K[α1/p] donne clairement
api ∈ K. On pose alors
σL(β) := σ(β
p)1/p pour tout β ∈ L¯.
Il est facile de voir que σL(β) est uniquement défini (il n’existe qu’une racine p-ième
en caractéristique p) et que σL est bien un morphisme de corps dont la restriction à K¯
coïncide avec σ. Il suffit alors de montrer que σ(βp)1/p ∈ L¯ et que σL fixe L. Or, on a
P (σL(β))
p =
n∑
i=0
apiσL(β)
pi =
n∑
i=0
apiσ(β
p)i = Q(σ(βp)),
et σ(βp) et βp ont forcément le même polynôme minimal, d’où P (σL(β))p = Q(βp) = 0
et alors P (σL(β)) = 0, ce qui nous dit que σL(β) ∈ L¯. De plus, pour β ∈ L, on a
P (x) = x− β et alors P (σL(β)) = 0 entraîne clairement que σL(β) = β.
Pour l’injectivité, soit σ ∈ ΓL un automorphisme fixant K¯ et soit β ∈ L¯r K¯. On a
déjà montré que βp ∈ K¯, d’où σ(β)p = σ(βp) = βp et alors σ(β) = β par l’unicité des
racines p-ièmes en caractéristique p, ce qui conclut. ⌣¨
Corollaire B.4. Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soit L/K une extension
finie purement inséparable. Soit G un K-groupe de torsion (ou plus généralement, tel
que G(K¯) = G(L¯)). Alors le morphisme de restriction en cohomologie galoisienne (ou
étale)
H1(K,G)→ H1(L,G),
est un isomorphisme.
Démonstration. En effet, puisque le morphisme ΓL → ΓK est un isomorphisme com-
patible avec l’action sur G(K¯) = G(L¯), le morphisme H1(ΓK , G(K¯)) → H1(ΓL, G(L¯))
est un isomorphisme du point de vue de la cohomologie de groupes profinis, d’où le
résultat. ⌣¨
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